16.2.2024
PVA EXPO PRAHA

Fyziklani2024

zo'soyhy O

@
<
N,
=
Q
=3
0
N

sodAy/ §

Nesoxfy® (o)




Fyziklani 2024 18. roc¢nik 16. vinora 2024

Reseni uloh

Fyziklani2024




Fyziklani 2024 18. roc¢nik 16. vinora 2024
Uloha AA ... meduSI

Vesmirny cestovatel Vojta narazil pri svém badani na planetu obyvanou zvlastnim druhem
inteligentnich mediiz. ProtozZe se néco takového jen tak nevidi, zacal tento svét ihned zkoumat.
Dozvédél se napriklad, ze jsou zdejsi obyvatelé velmi zdatni ve fyzice. Po chvili pozorovani
zjistil, zZe jejich ekvivalent SI soustavy obsahuje mimo jiné veli¢iny napéti, ndboj a frekvenci.
Byl také schopen urcit nasledujici prevodni vztahy.

napéti: 11 =541V, ndboj: 1® = 0,301C, frekvence: 1 — = 2,93 Hz.

Pred odletem se jej jeden z obyvatel vyptaval na jeho raketu. Vojta, ktery chtél zaptsobit, mu
nadsené planoval rict, Ze jeho raketa ma vykon 800 GW — uvédomil si ale, Zze by mu mediza
nerozumeéla. Vyjadrete vykon Vojtovy rakety v jednotkach pouzivanych mediizami.

Vojta chce Zit jako mediza.

Nasim cilem je vyjadrit jednotku vykonu, tedy watt, v ndm dostupnych jednotkéach — ve voltech,
coulombech a hertzich; jakmile totiz budeme znét toto vyjadfeni, muzeme postupovat podobné,
jako bychom napriklad prevadéli metry za sekundu na mile za hodinu, a bude nam stacit dosadit
prevodni vztahy.

Abychom nasli ono vyjadieni wattu, potfebujeme v jistém smyslu porovnat rozméry jed-
notek, které mame k dispozici. Ve si vyjadiime nejprve v zdkladnich jednotkach soustavy
SI.

1V=1kgm?s %A, 1C=1As, 1Hz=1s"", 1W=1kgm?s?.

Z téchto rozpisu neni slozité vidét, ze plati 1W = 1V - 1C - 1 Hz. Dosadime-li mimozemské
jednotky, dostavame tak
1 1

IW=2m00 0301 ® 203~

=0,002100- ® - — .

Odsud uz snadno dostévame vysledek 800 GW = 1,68 - 10°0- @ - —.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha AB ... koupani ve vand

Danka si napousti vanu. Z kohoutku do nf pfitecou Q = 3,00dl-s™*. Nejvyse jak dlouho miize
Danka vanu napoustét, aby se do ni pak mohla cela ponorit a voda nepretekla pres okraj vany?
Vana ma dno tvaru elipsy s hlavni poloosou délky a = 70cm a vedlejsi poloosou délky b =
= 35cm. Vyska stén vany je h = 50cm a stény jsou kolmé na dno. Danka vazi m = 55kg.
Uvazujte hustotu lidského téla po nadechnuti pp = 945kg-m~3. Vysledek uvedte ve tvaru
mm:ss. Danka st napoustéla vanu.

Objem vane spocitame ako sucin plochy jej podstavy a vysky vane. KedZze podstava ma tvar
elipsy, jej plochu spocitame podla vzoréeka S = nab. Potom objem vane je

V = nabh.

Objem Dankinho tela spocitame jednoducho ako
m

Vp = .
pD
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Objem vody, ktory moézeme do vane napustit, je potom dany rozdielom objemov vane a Dan-
kinho tela, teda
Vi =V — Vb = nabh — — .
pD
Zaroven plati Vi, = Qt, kde @ je objemovy tok vody do vane a t je hladana doba napustania.
Ak dédme do rovnosti posledné dve rovnice, stac¢i len vyjadrit hladany cas a vyraz vycislit
V —Vp Tabh— %

t

Q Q '
t=1090s = 18 min 10s.
Danka moze napustat vanu maximalne 18 mintt a 10 sekind.

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz

Uloha AC ... panika na eskalatorech

Nékdy se vam miize stat, Ze jedete po eskalatorech a najednou si uvédomite, Ze se potrebujete
vratit. Eskalatory jedou rychlosti u = 0,65 m-s~' a predpokldddme, Ze umite dlouhodobé bé-
Zet v = 6,0km-h™1. V jaké nejvétsi vzdélenosti od zaddtku schodii se vim jesté vyplati se otocit
a bézet proti sméru jizdy schodu dolii oproti tomu bézet nahoru a pak prejit na eskaldtor, ktery
jede dolii, a bézet po ném dolii? Vysledek chceme jako pomér k celkové délce eskaldtori.
Zanedbejte cas straveny prechodem na druhy eskalator nahore a pro jednoduchost predpo-
klddejte, ze bézite stejné rychle nahoru i doli (nahoru je to naméhavé, dola si ddvéte vic pozor)
a Ze na schodech nejsou zadné prekazky. Karel premyslel, co udélat.

Ozna¢me z hladant vzdialenost od zadiatku schodov a I dizku jedného eskaldtora. Dalej oznaé-
me t; Cas, ktory Cloveku bude trvat otocit sa a bezat dole proti pohybu schodov. V tomto
pripade sa bude clovek pohybovat voci zemi rychlostou v — u. Plati

o= 2

v—u

Potom oznac¢me t2 ¢as, ktory mu bude trvat vybehnit hore zvysok eskaldtoru, na ktorom prave
stoji, rychlostou v+wu voc¢i zemi, a potom zbehnit dole po druhom eskalatore opét rychlostou v+
+ u. Teda

l-x I 2-x

T 4w v+u  v+u

V bode z su Casy t1 a te rovnaké. Staci teda vyrazy pre oba casy dat do rovnosti a vyjadrit
pomer z/l

to

T 2l — x

v—u v+u’
zv+u)=Q2l—z)(v—u),
zv+u)+z(v—u)=2(v—u),
2zv = 2l(v — u),
_vou
v
—0,61.

)

~|8 ~I8
SHES
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Vidime, Ze sa nam oplati otocit a vratit v pripade, ze sa nachddzame maximalne vo vzdialenosti
od zaciatku schodov rovnej 0,61 dlzky eskaldtoru.

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz

Uloha AD ... uklddame teplo do kapalin

Chteli bychom ukladat energii do kapaliny tak, ze ji zahrejeme o pevné dany teplotni rozdil AT
a pak ji uskladnime na urcity cas v tepelné izolované nadobé. Nadoba ma omezeny objem a chtéli
bychom v ni uskladnit co nejvice energie. Hodi se pro uskladnéni energie lépe voda, nebo rtut?
Kolikrat? Jako vysledek odevzdejte pomér tepla uskladnéného ve vodé k teplu uskladnénému
ve rtuti. Karel premyslel nad skladovdnim energie.

Oznac¢me objem nadoby V. Pre kazdu z kvapalin mézeme urcit jej hmotnost v nadobe z husto-
ty p ako m = pV. Teplo uskladnené kvapalinou v nddobe potom dostavame z kalorimetrickej
rovnice ako

Q = mcAT = pcVAT,

kde ¢ je merna tepelna kapacita danej kvapaliny. Pomer tepla uskladneného vo vode a ortuti
dostdavame ako

o Qvoda o PvodaCvoda

w =
Qug PHgCHg

Pouzitim hodnét pyoda = 0,998 gml™", pae = 13,5gml™, cyoda = 4,184J-g7 VK™, ey =
=0,14J.g 1. K~! dostdvame hodnotu pomeru w = 2,21. Vidime teda, Ze pouzitim vody v ni-
dobe uskladnime priblizne dvojnasobok energie v porovnani s ortutou.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha AE ... fezafka

Na velmi tenky papir pustime shora z vysky h = 8 m ostry tézky
primy brit (jako v giloting). Papir lezi vodorovné, bfit pada doli
a jeho spodni strana je zkosena vii¢i vodorovné roviné o tiithel o =
= 4-10"° mrad. Jakou rychlosti se pohybuje bod, ve kterém se
papir rozrezava? Zanedbejte odporové sily a zpomalovani britu
vlivem interakce s papirem.

Jarda drive sklddal vystrihovdnky.

Svisla rychlost britu bude ze zdkona zachovani mechanické energie

1 _
mgh = iva = v =4/2gh=12,53m:s L

Vodorovné rychlost bodu, kde se potkdva brit s papirem, je (dobfe viditelné na obrazku ze
zadéni)

w=—""=313-10°ms"".
(0%
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Papir je tedy roziezavan rychleji, nez se pohybuje svétlo. Vysledek vSak neni fyzikalné nesmy-
slny, protoze se touto rychlosti nesiii zddna informace. Kdyby byl navic brit aplné zarovnany
s vodorovnou rovinou, byla by rychlost dokonce nekone¢nd!

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha AF ... patrani po cyklistovi

Viktor se béhem FYKOSI party rozhodl nadychat trochu cerstvého vzduchu a vyrazil na kolo.
Nikomu vsak nic nerekl a po chvili se ho skupina dalsich organizatorii rozhodla jit hledat.
Ihned nasli stopy kola ve snéhu a bylo jim jasné, ze v tomto pocasi by nikdo jiny nez Viktor na
kole nevyrazil. Pro jejich patrani bylo nezbytné urcit, kterym smérem jel, a jaka byla vzajemna
vzddlenost stredii (stejné velkych) kol jeho bicyklu. Urcete tyto parametry z priloZeného obrdzku
stopy.

Viktorovo kolo pordd prekdzi v predsirice.

Uvazujme, Ze bicykl ma dvé stejnd kola, z nichz predni se muze volné otacet, zatimco zadni je
pevné ukotvené v ramu. Kvili tomuto ukotveni protind rovina tohoto kola stied predniho kola.
Smér zadniho kola tedy musi byt vzdy k prednimu kolu. Tato tivaha plati nejen pro stredy,
ale také pro body dotyku kol se zemi. Proto tedy muzeme Fict, Ze tecna stopy zadniho kola
v libovolném bodé sméfuje vzdy k bodu na stopé predniho kola, a hlavné, ze vzdélenost mezi
témito body je konstantni a rovna vzdalenosti obou kol.

Uvazujme na chvili, ze pfednimu kolu patii cdrkovand stopa, a zaméfme se na pravy horni
oblouk plné stopy. Pokud by byl tento oblouk od zadniho kola, musel by cyklista na pravé ptlce
oblouku jet zleva doprava, aby mohla te¢na mifit ke druhé stopé. Analogicky by ale na levé
ptlce oblouku musel jet zprava doleva. Je tedy zfejmé, ze zadnimu kolu patii ¢drkovand stopa
a prednimu plna.

Pokud by cyklista jel zleva doprava, tak hned na levé strané bychom zavedenim teCny
k carkované catfe dostali tsecku, kterd by se s plnou Carou protla az na druhé strané obrazku
(pokud viibec). Jinde bychom naopak dostali vzdalenosti mnohem mensi, a s uvdZzenim méritka
tedy muzeme konstatovat, ze tato moznost spravné byt nemuze. Cyklista tedy musel jet zprava
doleva.

Pro zméreni vzdalenosti zacneme prikladat pravitko z pravé strany. Zjistime, ze vzdélenost
mezi koly je néco pres jeden metr. Tim tedy vyloucime z dalSich méfeni nespravnd data, kterd
mohou vzniknout, kdyz tec¢na protina plnou ¢aru vicekrat.

Z jednoho méreni ale vzhledem k rozmérim obrazku a nepfesnému urceni tecny nemusi-
me najit spravny vysledek. Abychom pravdépodobnost zvysili, zopakujeme méreni vicekrat na
ruznych mistech.
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Nameéfili jsme hodnoty 3,35 cm, 3,20 cm, 3,25 cm, 3,25 cm, 3,30 cm, 3,40 cm, 3,60 cm a délku
méfitka 2,95 cm. Pramér hodnot je (3,34 4+ 0,05) cm, coz odpovidd vzdélenosti kol (3,34 +
+0,05)/2,95m = (113 £ 2) cm. Spravnym vysledkem by mélo byt 110 cm, trefili jsme se tedy
pomérné dobre .

Obr. 1: Priklad mozného feSeni.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha AG ... lista energie zitika

Rizend $tépna reakce probihd tak, Ze se neutrony slucuji s jadry uranu-235, kterd se ndsled-
né rozstépi na lehci prvky, a pritom uvolni dalsi neutrony. Ma to ale hacek — reakce nejlépe
probihd pii nizkych energiich neutronu (0,025¢V ), zatimco neutrony uvolnéné pri $tépné reakci
Jjsou rychlé (energie v fddu jednotek MeV). Proto se v jadernych reaktorech pouzivd materi-
al na zpomaleni neutronii, takzvany moderator. Ten musi vyhovét specidlnim pozadavkim —
predevsim mit lehkd jadra, aby neutrony pri elastickych i neelastickych srazkach ztracely co
nejvice energie, a zarovenl nesmi neutrony pohlcovat. V ceskych jadernych elektrarnach Teme-
Iin i Dukovany se jako moderator pouziva voda, ve které neutrony zpomaluji srazkami s jadry
vodiku. Predpokladejte, ze rychly neutron prodéla pruznou srazku s nehybnym jadrem vodiku.
Jaké nejvétsi procento své kinetické energie miize rychly neutron pri srazce ztratit, uvazujeme-li
stejnou hmotnost protonu a neutronu?

Tuto tilohu vadm prindsi Skupina CEZ. Jindra se zamyslel nad ztrdtami energie.

Létky pouzivané jako moderdtor jsou napiiklad voda (vodik), tézkd voda (deuterium/tézky
vodik) nebo grafit (uhlik). Jaderné reaktory v Temeliné a Dukovanech jsou tlakovodni reaktory.
Tento typ reaktoru pouziva jako moderator obycejnou vodu. Vyhodou vody jako moderédtoru je
jeji soucasné vyuziti i k odvodu tepla z reaktoru k ohfevu vody v sekundérnim chladicim obvodu.
Péra v sekunddrnim obvodu nasledné roztaci turbiny k vyrobé elektrické energie. Vodni nadrz
Dalesice slouzi jako zdroj chladici vody pro elektrarnu Dukovany a vodni nadrz Hnévkovice
slouzi jako zdroj chladici vody pro elektrarnu Temelin. Zde je nutné zdturaznit, ze voda z vodnich
nadrzi se nepouziva primo v reaktoru jako moderdtor, ale slouzi ke zchlazeni pary v sekunddrnim
chladicim obvodu. Vétsina vodiku v molekuldch vody je lehky vodik [H s jednim protonem
v jadru. Izotopu #H (deuterium) s jednim protonem a jednim neutronem v jidru je pfiblizné
jen 1 atom z 6400.

V &asticové fyzice se b&zné pouziva jednotka energie elektronvolt 16V = 1,602-107'° J. Po-
uzivaji se i ndsobky elektronvolti kiloelektronvolt 1keV = 1000eV, megaelektronvolt 1 MeV =
= 10000006V a dalsi. Klidovd hmotnost protonu je mp = 1,6726 - 10727 kg = 938,27 MeV-c 2.
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Klidové hmotnost neutronu je mirné vyssi my, = 1,6749 - 10727 kg = 939,57 MeV-c 2, ale pfi
feseni této tlohy budeme uvazovat, ze proton i neutron maji stejnou hmotnost. Tu jsme vyja-
drili v jednotkdch megaelektronvolt na rychlost svétla na druhou, o které si muzete ovérit, ze
mé rozmér hmotnosti 1 MeV-c™2 = 1,783 - 10~ kg.

V prvni fadé si musime vyjasnit otdzku, jestli je korektni pocitat srdzku neutronu s pro-
tonem v jadru vodiku a jestli nebude do prubéhu srazky zasahovat i zbytek molekuly vody.
Vazebnd energie vazby H—O v molekule vody je 5,5eV. Vazebna energie elektronu k jadru vo-
diku je 13,6 eV. Jestlize neutron prileti s mnohem vyssi kinetickou energii, nez jsou tyto dveé
hodnoty, pak mizeme o jadru vodiku (protonu) uvazovat jako o volné éastici, na kterou ne-
mé zbytek molekuly vody vliv. Jelikoz podle informaci ze zadéni se srazky ucastni neutron
(kinetickd energie v fddu jednotek MeV), je v porddku uvazovat o srézce neutronu s volnym
protonem.

Déle musime ovérit, jestli se uz ndhodou nepohybujeme v rezimu specialni relativity. Vztah
pro relativistickou kinetickou energii je

Ex = (y— l)mc2 , (1)

kde v je Lorentzuv faktor, m je klidovd hmotnost objektu a c¢ je rychlost svétla. Lorentziv
faktor zavisi na rychlosti objektu v podle vztahu

Jestlize ¢len y—1 ve vztahu (m) je mnohem mensi nez 1, pak ¢astice neni relativistickd a muzeme
pouzit vztah pro kinetickou energii z klasické fyziky
1 5
Ey = —mv”.
K72
Prameérny neutron uvolnény pri stépeni jadra uranu-235 mé kinetickou energii Ey, x ~ 2MeV.
Plati pro néj

771:%£2,12-10*3<<1.

Tim padem jej mizeme povazovat za nerelativistickou ¢éastici.

P1i pruzné srdzce neutronu s protonem se zachovavéa kinetickd energie i hybnost. Jak by-
lo uvedeno v zadani, budeme pii vypocCtech uvazovat, Ze hmotnosti neutronu a protonu se
rovnaji my, & mp = mo. Pocatecni kineticka energie 71,1 a hybnost p,,1 neutronu jsou

Ton = Smv? =
n,1 = §movn,17 Pn,1 = M™MoVn,1,

kde vn,1 = (vn,1;0;0) je rychlost neutronu, s jakou se priblizuje ke staciondrnimu protonu.
Pro jednoduchost jsme kladny smér osy x zvolili rovnobézné s vektorem rychlosti neutronu.
Pocatecni kinetickd energie T, 1 = 0 a hybnost pp,1 = 0 jsou nulové.
Po srézce neutron odleti s rychlosti v, 2 a proton s rychlosti v, 2. Tyto rychlosti musi
vyhovovat soustavé rovnic
1 2 _ 1 2 1 2
Emovml = Em()vng + imo’l}p’Q s

MoVn,1 = MoVn,2 +MoVp,2 .
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Tato soustava mé nekonecné mnoho feseni vn2 a vp 2, ale nids zajima jen to, kde neutron
odleti s nejnizsi kinetickou energii. A najit toto feSeni neni slozité. Diky predpokladu o stejnych
hmotnostech protonu a neutronu muzeme v obou rovnicich vykratit mg, takze porovnavame
mezi sebou jen rychlosti. Rovnou vidime trivialni feseni v, 2 = 0 a vp 2 = vyu,1, v némz neutron
ztrati veskerou svou kinetickou energii. Jelikoz kinetickd energie nemuze jit do zaporu, je toto
kyzenou odpovédi na otazku, jaké nejvétsi procento své kinetické energie muze neutron ztratit.

Pri idedlni geometrii srdzky neutron tedy ztrati veskerou svou energii, neboli 100 %.

Appendix: Obecné feseni pruzné srazky dvou téles

V této tloze ndm velice pomohlo, Ze jsme povazovali hmotnosti protonu a neutronu za rovné.
Jak bychom ale ilohu méli fesit, kdybychom vzali v potaz rozdilné hmotnosti ¢astic? Co kdyby
proton mél nenulovou pocéateéni rychlost?

Méjme castici A s hmotnosti ma a pocatecni rychlosti va 1 a Castici B s hmotnosti mgs
a pocatecni rychlosti vg,1. Tyto Castice se srazi a po srazce odleti s rychlostmi va 2 a vp2. PTi
pruzné srazce se zachovava kinetickd energie i hybnost

1 2 1 2 2 1 2
SMAVA 1 T 5MBUB,1 = ;MAVA2 T SMBUB 2,
2 2 2 2

MAVA,1 +MBVB,1 = MAVA 2+ MBVB,2.

Tato rovnice mé nekonecné mnoho reseni pro vektory rychlosti va 2, vB,2 a neni snadné identi-
fikovat alespon jedno feSeni, natoz to s nejmensi kinetickou energii odlétajici ¢astice A. Problém

se velice zjednodusi, pokud prejdeme do vztazné soustavy spojené s té€zistém obou téles. Tézisté
se v laboratorni soustavé pohybuje rychlosti

MAVA,1 + MBVB,1
ma + ms

Vi =

Do tézistové soustavy (rychlosti v ni budeme znacit pismenem u) prejdeme tak, ze od rychlosti v

vuci laboratorni soustavé odecteme rychlost tézisté
u=v-—vg. (2)
V tézistové soustavé je celkova hybnost obou castic nulova

Pt = maua1 +mpus;1 =0,

s vz

coz si muzete ovérit dosazenim za u ze vztahu (E) Vektory pocatecnich rychlosti castic ua,i,
ug,1 lezi na jedné piimce a mifi proti sobé. Stejné tak i vektory koncovych rychlosti ua 2, us,2
lezi na jedné primce a miti od sebe, nejsou vsak nutné na stejné primce jako pocatecni rychlosti.
Dvé primky definuji rovinu, tudiz srdzka dvou ¢astic v tézistové soustavé je jev probihajici ve
2D roviné.

I v tézistové soustaveé se srazka ridi zdkony zachovani energie a hybnosti
1 2 1 2 1 2 1 2
5MAUA L + 5MBUB1L = 5TMAUA 2 + 5MBUB,2;

maua,1 +mpup,1 = maua 2 +mpusz =0.
Jedinym pfipustnym fesenim je, Ze velikosti pocatecnich a koncovych rychlosti se rovnaji

luai| = [uaz| =ua1 =uaz2, |usa|=|upz|=up1 =up2.
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Smér vektoru koncové rychlosti je volnym parametrem srazky. K jeho nalezeni bychom po-
tfebovali znat dalsi informaci, jaky byl vektor impulsu sily pfi srdzce. V tézisfové soustave
ale snadnéji najdeme feSeni, v némz castice A odlétd s nejmensi moznou kinetickou energii
v laboratorni soustavé.

Souradnicovou soustavu zvolime tak, aby osa = lezela rovnobézné se smérem pocatecnich
rychlosti ¢astic a osa y lezela v roviné srazky. Pocatecni a koncové rychlosti ¢astic jsou

1;0;0),
—1;0;0),
cos 6;sin 6;0) ,

—cos0; —sin6;0),

up,1 = UA
uB,1 = UB

UA2 = UA

uB,2 = UB

kde 6 je thel, ktery sviraji vektory koncové a poc¢ateéni rychlosti ¢astice A.
V laboratorni vztazné soustavé bude ¢astice A odlétat s rychlosti

VA2 = UA2 + Vi
Kinetickd energie ¢astice A bude nejmensi, kdyz kvadrat rychlosti

[Vas|® = (uacos® +vi ) + (uasind + vey)?

osam tézistové souradnicové soustavy. Jinymi slovy, pocatek tézistové souradnicové soustavy se
pohybuje rychlosti vy.
V pripadé neutronu s hmotnosti m, zasahujiciho staciondrni proton s hmotnosti my je smér

osy x v tézistové soustaveé stejny jako smér osy x v laboratorni soustavé, takze rychlost tézistové
soustavy vuci laboratorni soustavé je

MnVn,1 MnUn,1
vy = = = — (1;0;0).
My + Mp My + mp

Rychlost neutronu v tézistové soustavé je
mnv mpv
nUn,1 (170’ 0) _ pUn,1

(1;0;0).
Mn + Mp My + mp

Up = Vi1 — Ve = n,1(1;0;0) —

Kvadrat koncové rychlosti neutronu v laboratorni soustaveé

2 . 2
2 9 . 2 MpUn,1 cOs O My Un,1 MpUn,1 Sin 0
[Vn,2|” = (un cos 04vs,5)° + (un sin O+uvy ) = + +| ———
Mn + mp Mn + mp mn + mp

je nejmensi pro § = 180°. Tim padem nejvétsi mnozstvi kinetické energie neutron ztrati pri

neutronu a protonu by neutron ztratil maximalné
2
Mn — M .
n=1-— <p> =99,999953 %

své kinetické energie.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha AH ... zrychli na ki¥iZovatce

Pri posledni cesté autem Karel premyslel, kolik dasu by si uSetfil, pokud by zrychloval (i zpo-
maloval) s dvojndsobnym zrychlenim. Poséitame-li vSechny udseky, na kterych Karel jel stejnym
zptisobem, zjistime, ze celkem:

e to = 9,0min stdl,

e t1 = 8,0min rovnomérné zrychloval z vo = 0km-h~! na vso = 50,0 km~h_1,

e to = 8,0min rovnomérné zpomaloval z vso na vo,

e t3 = 12,0min jel konstantni rychlosti vso,

e ts = 4,0min rovnomérné zrychloval z vso na vgo = 90,0 km~h_1,

e t5 = 4,0min rovnomérné zpomaloval z vgo na vso a

e tg = 15,0 min jel rovnomérnou rychlosti vgg.
Nezapomerite, ze mé Karel urazit stejnou trasu (a plati tedy stejné rychlostnf limity). Uvazujte
také, Ze jsou vSechny ostatni podminky jizdy stejné (napr. ze se doba stdni na krizovatkdch
nezméni a jinak je cesta volnd) a ze se Karel snazi jet v obou pripadech nejrychleji, jak mu to
predpisy umozni. Karel si rikal, jestli to md smysl.

Puvodni celkovou dobu jizdy zjistime snadno, a to jako
T=to+ti+to+t3+ts+1t5+ts = 60min.

Casy pfi druhé jizdé, kdy budeme zrychlovat s dvojndsobnym zrychlenim, budeme znadit s Gar-
kou. Hned prvni éas t;, = 9 min mame napsany jiz v zadani, ten se totiZ ziejmé nezméni.
Dale si uvédomime, ze pokud jedeme se zrychlenim, tak obecné plati pro drdhu

s = vot + lat2 s
2
kde vo je pocatecni rychlost, a zrychleni a t ¢as. Pokud mame minimalni a maximalni rychlost
mezi kterymi zrychlujeme a musime timto zrychlovanim stravit stejnou dobu, bude urazend
drdha vzdy stejna, at uz zrychlujeme jednou nebo vicekrat. To si muzeme ukazat z toho, ze
také plati
v =179 + at,

kde v je konecné rychlost po case t. Pak vidime, Ze pokud jsou v a vy konstantni a dobu t
rozdélime na N stejnych Casovych tsekd, musi byt pfislusné zrychleni rovno Na. Urazend
draha pak bude souc¢tem drah

N
t 1 t\? 1 11 , 1 5,
SZ<U0N+2N(I (ﬁ) ) —N(N’Uot—Fﬁiu,t ) 7U0t+§at )

coz je tatdz draha. To je diuvod, pro¢ bylo mozné dat do zadani sectené ¢asy a nespecifikovat,
v kolika mistech ke zrychlovani doslo. Na druhou stranu, pokud nejsme omezeni tim, ze musime
zrychlovat dany cCas, ale chceme zrychlit na néjaké draze a méame k dispozici najednou dvakrat
tak vysoké zrychleni, dojedeme o néco rychleji.

Budeme potrebovat znat drahy, kde je omezeni na vsg = 50 km-h~™! a kde vgo = 90 km-h~!.
Z logiky zad4n{ miizeme uvazovat, ze omezeni na 50km-h~" je na draze urazené za doby t1, t2
a t3, limit na 90 km-h~?! pak u t4, ts5 a ts.

10
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Draha urazend za Cas t1 a t2 je stejnd (je jedno, pokud zrychlujeme z jedné rychlosti na
druhou ¢i z druhé zpomalujeme na prvni, kdyz jsou ¢asy zrychlovani i zpomalovani stejné).
Pocatecni rychlost je nulova, tedy se vztah zjednodusuje a dostédvame
1

t% = §U50t1 = 3,3 km.

1’1)50
S1 = 82 = —

Drahu urazenou za cas t3 dostavame jako
83 = U50t3 =10km.
Obdobné bude stejna draha urazend za Casy t4 a ts

1wvgo — v 1 .
S84 = S5 = Usols + aigot 50 ti = 5 (’090 +U50)t4 = 4,7km.
4

Opét jednoduse dostavame posledni ¢dst drahy
s¢ = voote = 22,5km.
Useky s nejvy$&imi povolenymi rychlostmi vso, resp. vgo pak jsou

S50 = S1 + 89 + 83 = Us0 (t1 + t3) = 16,71{11],
S90 = S4 + S5 + S = Vs0t4 + Voo (t4 + tﬁ) = 31,8km.

Nyni uz miuzeme zacit fesit situaci s dvojnasobnym zrychlenim. Cas, ve kterém zrychlujeme

na vso se zkrati na
; _wvso 1 .
1= — ==t =ty = 4min,
2a 2

tedy na polovinu. Stejné tak v pripadé zrychlovani z vso na vgo
vgo — Uso 1

= 7t4:t/5:2min.

th =
4 2a 2

vvvvv

tim 1ucelem v obou pripadech nejprve uré¢ime dréahu, kterou jsme urazili na téchto tusecich pii
zrychlovani
lo 1 .
8/1 = 3/2 = *ﬂt/12 = *’1)5()15/1 = *U50t1 = 1,71{111,
2 4
1

1 vgo — v 1 .
920 — 50442 = = (w90 + vs0) th = ~ (v + vs0) ta = 2,3km,

/ / /
S4 = S5 :U50t4+ e—
2 1, 2 4

a poté dopocitame drahy a Casy, ve kterych bychom jeli s konstantnimi rychlostmi

1
83 = 81+ 82+ 83 — 81 — 85 = Vso (§t1+t3> )

1 1
S6 = 84+ 85+ 86 — 54 — S5 = —Usota + Voo (§t4 +t6) ,

2
!
1
th=3 = 24 413 = 16 min,
Us0 2
A | 1 .
th= 6 — 20 4 4 4t = 18,1 min,
Voo 2 vgo 2

11
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Celkovy cas je
T =ty +t) +th +t5 +ty +ts +tg = 551min,

tedy rozdil, na ktery se nas pta zadani, spocteme jako

1 .
AT=T-T == <t1 it (1 - ”ﬂ» = 4,9min.
2 V90
Jizdou na stejné trase s pouzitim dvojnasobného zrychleni motoru ndm usetii cca 4,9 min
¢asu, tedy zhruba 8 %. Vse plati za predpokladu, Ze budeme jinak ¢ekat stejné doby a budeme
moci volné zrychlovat a zpomalovat.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha BA ... osamély maly princ

Maly princ se na svoji planetce B 612 nudil, tak ho napadlo, Ze si zacne sam se sebou hazet
micem. Hazi ho z vysky 1,5m nad povrchem a ve stejné vysce jej chce také chytit po tom, co
mic¢ obleti kolem celé planetky. Jak dlouho bude trvat jeden takovy hod? Predpokladejte, ze
planetka B 612 ma polomér 10 m a jeji hustota je stejna jako hustota Zemé.

Terce chybéli lidi.

Protoze maly princ chce chytit mic¢ ve stejné vysce, jako byla ta, ze které jej vyhodil, pouzijeme

vztah pro kruhovou rychlost
|GM
Vk = s
T

kde G je gravitacni konstanta, M hmotnost planetky, kolem které mic obiha kruhovou rychlosti,
a r vzdalenost od jejitho stfedu. Hmotnost planetky malého prince mizeme vypocitat pomoci
faktu, Ze ma stejnou hustotu jako Zemé

Pp Pz,
mp _ Mz
)
Vi Vz
o
mp =mz 1 3
gTCTZ
Tp 3
mp=mgz|— | .
Tz

Posledni vztah, ktery se ndm bude hodit, je doba jednoho obéhu rychlosti v po kruhové trajek-

torii o poloméru r
2nr
t=—.
v

Po dosazeni vSech zndmych vztaht do posledniho vzorce ziskdme rovnici

2 (rp + 10)

7
Gmy(rp/ry )3
Tp+T0

t =

12
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kde ro je vyska nad povrchem, ze které maly princ hdzi mi¢. Tento vztah mtuzeme po tpraveé

zapsat jako
3
. 21 rz (rp +10) \ ?
Gmg Tp .

Zde si mizeme povsimnout, ze pokud bychom hézeli z nulové vysky nad povrchem planetky,
vibec by nezédlezelo na jejim poloméru a ¢as obéhu by byl pro vsechna télesa se stejnou hustotou
shodny.

Nakonec ndm zbyva uz jen dosadit konkrétni hodnoty. Doba jednoho obletu mice kolem
planetky malého prince v tomto ptipadé bude

t=6251s=1,7h.

Tereza Voltrovd
tereza.voltrova@fykos.cz

Uloha BB ... odpudivy David

David odpuzuje holky. Rozhodl se tedy nabit nabojem 0,001 C. Jaky naboj by musela mit
holka, aby elektricka sila byla vétsi nez Davidova odpudiva sila, ktera je neprimo imérna druhé
mocniné vzdalenosti s konstantou timérnosti 160 N-m?? David st nemiZe najit holku.

Protoze je Davidova odpudiva sila nepfimo tmérnd vzdélenosti, muzeme ji psit ve tvaru
Fpavia = go/rQ, kde ¢ je konstanta ze zaddni. Zajima nas, kdy nastane rovnost sil Fpavia =
= F¢. Rozepiseme tedy vzorec na

e 1 g g

r2 " dmeq 12
Potfebujeme vypocitat g2, a protoze se stejné ndboje odpuzuji, vyjde g2 zdporna. Diky tomu
se muzeme zbavit absolutni hodnoty a upravit vzorec do tvaru
_Aneop

@ = =-1,78-10"°C.
q1

David Skrob
david.skrob@fykos.cz

Uloha BC ... studentska

Jakou minimalni délku musi mit médény drat, abychom ho mohli pouzit na topeni? V zdsuvce
je stridavé napéti 230V a priifez dratu ¢ini 5mm?. Nasimi jisti¢i protéka proud nejvyse 6 A.

Meérny elektricky odpor médi je 0,0178 Q-mm?-m™!. Lukds si stéZoval, Ze md na pokoji zimu.

Nejdrive vypocitame, pri jakém odporu bude protékat proud 6 A. Pomoci Ohmova zdkona

dostaneme 7
R=—.
I
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Nésledné uréime, jak musi byt dlouhy drat, aby mél pozadovany odpor
l
R=p—
PS ,

kde p je mérny elektricky odpor médi, S prurez dritu a [ hledand délka. Porovnanim rovnic
ziskame

L_v
Ps=T1°
Ze vztahu vyse vyjadiime [ a dosadime zadané hodnoty
=20 10,8 km .
p 1

David Skrob
david.skrob@fykos.cz

Uloha BD ... pruzinova rozcvicka

Danka s Danem pouzivaji na posilovéani rukou jednoduchy stroj — dvé madla (zanedbatelné
délky) spojend paralelné zapojenymi pruzinami, jejichz pocdet mizeme snadno ménit. Vsechny
pouzivané pruziny maji tuhost k a klidovou délku ly. Kdyz Danka pitisobi silou F' a ma ve stroji
2 pruziny, podari se ji stroj roztahnout na celkovou délku l;. Na jakou celkovou délku roztahne
stroj silnéjsi Dano, ktery si do néj zapoji 3 pruziny a ptsobi na néj silou 2F 7 Vysledek vyjadrete
pouze pomoci ly alj. Karel chtél ulohu na cvicent.

Zakladni obecny vztah mezi silou ptsobici na pruzinu F', tuhost{ pruziny k a jejim prodlouze-
nim Al je
F
Al==—.
k

Mame-li zapojené pruziny paralelné, sila se mezi nimi rozkldda. Tedy pokud pomoci madel
vSechny pruziny o stejné tuhosti prodluzujeme o stejnou délku, sila se mezi né rozlozi rovno-
mérneé a jejich tuhosti se budou efektivné s¢itat. Jinak receno, pro prodlouzeni v pripadé Danky
plati

F
All = ﬂ’
a v pripadé Dana pak
2F
Aly = —.
=5

Nicméné méame zaddno, Zze mame vyuzit pouze klidovou délku lp a délku, na kterou pruzinu
roztahla Danka [1. Pro ni plati

1F
l1—lo+Al1—l0—|—§E.

Chceme znat celkovou délku Danovy pruziny, tedy hodnotu

2 F
o =1 Aly =1 ——.
2 o+ Als U+3k

14
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Abychom odpovéd dostali v pozadovanych délkach vyjadiime F/k ze vztahu pro 1 a dosadime
do vztahu pro l2

2
l2:lo+§~2(l1—l0).

Po drobné tpravé se dostavame jiz k odpovédi, ze celkova délka pruzin je v pripadé, kdy cviéi
Dano

4 1
la = §l1 — glo‘

Na tuplny zavér jesté poznamenejme, ze presné jak zadani pozadovalo, pro vyjadieni nepotre-
bujeme znat absolutni tuhost ani jedné pruziny — stacila ndm pouze informace, ze jsou tyto
tuhosti stejné.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha BE ... tahadi na letisti

Na letisti jezdi posunovaci vozidla, kterd dokazou pohnout s velkymi dopravnimi letadly az
o hmotnosti M. Jestlize je hmotnost posunovaciho vozidla m a treni mezi jeho koly a ranveji
je f, s jakym maximdlnim zrychlenim se miize rozjizdét, aby nepodkluzoval, jestlize za sebou
taha letadlo? Na letisti v Medldnkdch pry urychluje letadla traktor.

Uvazujme, ze taha¢ dokdze na sebe a na letadlo pusobit celkovou silou F. Pak se oba budou
podle druhého Newtonova zakona rozjizdét se zrychlenim

F

S M im

Nyni se zamysleme, jaka je tato maximalni vodorovna sila. Ze zékona akce a reakce musi sila F’
vzniknout v reakci na néjakou jinou vodorovnou silu, kterd ptisobi mezi tahacem a ranveji,
po které se pohybuje. Jedinou takovou silou je tfeni mezi koly tahace a povrchem pod nimi.
Maximalni velikost tfeci sily je ddna jako Fy = fN, kde N je normalova sila, kterd pusobi na
taha¢ kolmo k podlozce, a f koeficient tfeni. Normalova sila odpovidd v tomto pripadé tihové
sile pusobici na taha¢, tedy N = mg. Celkové tedy mame

F mg f

e=7 fmg - ¢ M+ m M+ m

Kdyby taha¢ dokédzal sva kola roztacet s vétsim thlovym zrychlenim, nez plyne z naseho na-
lezeného, zacala by se po ranveji smykat a tfeci sila by se nezvétsila, takze by to na nasem
vysledku nic nezménilo.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha BF ... nuda v metru

Pepa se po cesté ze skoly metrem zacal nudit. Vytahl si z kapsy matematické kyvadlo se zavésem
dlouhym 1,002 m a zavazim o hmotnosti 1,103 kg, které zaveésil za strop vagénu metra. O kolik
vétsi periodu malych kmitii matematického kyvadla naméri pri rozjezdu metra oproti periodé,
kterou by naméiil v zastdvce? Vlak metra rozjizdi se zrychlenim 2,350 m-s~2.

Pepa se v metru opravdu nudil.

Na kyvadlo ptisobi ve vertikdlnim sméru tithové zrychleni g a ve sméru horizontalnim setrvacné
zrychleni a. Celkové zrychleni bude jejich vektorovy soudet a’, ktery diky kolmosti spoéitdme
jednoduse pomoci Pythagorovy véty

a =+/g2+a2.

Periodu malych kmitt metra v zastavce ur¢ime dle zndmého vzorce pro periodu matematického

kyvadla
T1 = 27[\/7 .
g

Pro periodu pfi rozjezdu vSak misto g musime dosadit zrychleni a’, &mz ziskdme vysledek

l

T2:2Tt

Odsud
T2 — T1 = 70,0288 .

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz

Uloha BG ... Titanic

Kovova lodka se dvéma pasazéry, ktera ma celkovou hmotnost m = 210kg a tvar kvadru
o rozmérech 2,0m x 0,8 m x 0,5 m (nejmensi rozmér je samoziejmé vertikdlné), plave na hladiné
rybnika. Po ttoku krokodyla se vsak uprostred podstavy lodky objevila trhlina o priirezu A =
= 10cm? a dovnitF zacala téct voda. Jaky ¢as zbyvéd pasazériim, nez se s lodkou zcela potopi?

Jarda vidél v Brné krokodgla.

Reseni ptes Bernoulliho a Archimeda

Voda do lodky vnika rychlost{ v = 1/2gAh, pficemz Ah = ha — h; je rozdil vysek hladiny
rybnika a hladiny vody v lodce. Vyska vody v lodce je hi a dno lodky se nachézi hs pod
hladinou rybnika.

Z Archimédova zdkona jednoduse spocitame, jakd musi byt hs v zdvislosti na hmotnosti
vody v lodce. Tihov4 sila je Fy = (m+ Vp)g = (m + Ship) g, kde V je objem vody v lodce,
p je jeji hustota a S = 1,6 m? je prifez lodky, pasobi smérem doli. Tihova sila je vyrovnavana
vztlakovou silou, kterd ma velikost F\, = Shapg.

Plati tedy
m
(m+ Ship)g = Shapg = Ah=hs—hi = 5
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Je tedy zfejmé, Ze rychlost prutoku vody do lodky je v c¢ase konstantni. Lodka se potopi,
jakmile bude hy = ¢ = 0,5m, tedy voda se dostane do lodky vrchni stranou. To nastava pro
vysku hladiny v lodce
m
hi=c—Ah=c— —.

1 Sp
Objem vody v lodce je v této chvili Shi = Avt a je roven soucinu konstantntho objemového
prutoku a casu. Odtud jiz miazeme vyjadrit hledany cas jako

abc — 2
po S P — 367s.

Av A, 29

Riesenie Cisto cez zakon zachovania energie

Ako sa premiena energia pocas potdpania? Potencidlna energia lode klesd a premiena sa pri-
marne na kinetickl energiu vody, ktora strieka dierou do lode. Ked sa voda dostane do lode,
jej kineticka energia sa postupne premeni na teplo, to nas uz zaujimat nebude. Pouzijeme teda
rovnost medzi zmenou potencidlnej energie lodky a kinetickej energie vody.

Oznacme rychlost klesania lode vr,, potom za Cas dt klesne jej potencidlna energia o dE, =
= —mgvr, dt. Tymto posunom sa zaroven lod dostala na miesto, kde predtym bola voda, kon-
krétne objem dV = Swvr, dt vody. Této voda sa musi dostat do lode cez dieru A za cas dt, ¢ize

musi mat rychlost
dv S

YTAa T A

L,

¢o déva zmysel.
Cize kinetickd energia vody narastie za cas dt o

dBy = + dvpv® = 1Apo dt.
2 2
Polozime zmeny energie rovné a vyjadrime rychlost vtekania vody v
dEyx = —dE;,
%Apv?’ dt = mgv% dt,

2mg
pS "’

¢o sa zhoduje s rieSenim cez Bernoulliho a Archimeda. Tiez z toho mdzeme dostat rychlost
klesania lode vi, = vA/S a nésledne dopocitat ¢as, za ktory sa lod potopi ako v predchddzajicom
postupe, ¢im znova dostaneme t = 367s.

Jaroslav Herman Simon Pajger
jardah@fykos.cz legolas@fykos.cz

Uloha BH ... kladky s hmotnym lanem

Meéjme kladku se zanedbatelnym polomérem, pres kterou je prehozené lano délky L. Na jednom
konci lana visi kviddr o hmotnosti m; a na druhém konci kvddr o hmotnosti ma. S jakym zrych-
lenim bude kvadr mi zrychlovat smérem dolii v momenté, kdy soustavu pustime? V momenté
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pusténi je lano umisténé symetricky vzhledem ke kladce. Lano ma homogenni délkovou hustotu
a celkovou hmotnost m. Treni ani hmotnost kladky neuvazujte.
Lego si tikal, Ze by se patrilo néco takového jednou zadat.

Riesenie intuiciou
Nakolko lano je umiestnené symetricky, nebude jeho tiaz sposobovat ziadne zrychlenie (zlozky
od oboch jeho Cast{ sa akurdt vyrusia). Tym paddom nds bude zaujimat iba zotrvaéné posobenie
jeho hmotnosti: celd sustava, ktord sa zac¢ina pohybovat, bude vazit o m viacej.

Keby bolo lano nehmotné, zrychlenie by bolo

mi1 — M2
b
mi1 + ma

ked potrebujeme urychlift o m hmotnosti viacej, musi byt zrychlenie

m1 — ma
g————————.
mi1+me+m

Dalsi intuitivny spésob ako na tento vysledok pozerat je, e sme vlastne pridali hmotnost m/2
k obom strandm (lebo lano je rozlozené symetricky). To sa v ¢itateli vyrusi a v menovateli s¢ita
na m. Cize vSetko déva zmysel, hotovo.

Poctivé riesenie

Na kazdy element lana posobia tri sily: tiazova velkosti dmg, fahovd od zvysku lana jednym
smerom a tahovd od druhého zvysku lana druhym smerom (resp. tahova sila od dvoch suse-
diacich elementov). Z treticho Newtonovho zdkona pritom vyplyva, ze rovnako velkymi silami
opacnych smerov posobi zas tento element na svojich dvoch susedov. Z toho vyplyva, Ze sa
oplati zaviest si veli¢inu ,napétie T(x) zévisld na polohe v lane, ktord ndm hovori, ako silou
sa tahaju elementy lana v danom bode. Navyse, ak m4 element lana dizku dz, mézeme z rozvoja
do prvého radu dostat vyslednu silu od zvysku lana, pésobiacu na tento element

dT(x)

dT(x)
dx ’

dFr(z) =T(z+dz) —T(z) =T(z) + dz I

—T(x)=dx

Lano mé homogénnu dizkovt hustotu, ¢ize medzi dizkou elementu dz a hmotnostou ele-
mentu dm je linedrny vztah dm = dzm/L.

Pre kazdy element musi platit pohybova rovnica, ¢ize celkova sila sa musi rovnat sucinu
jeho hmotnosti a zrychlenia

dma = £dmg + dx dT(z)
dx
m m . dT(x)
dxfa + dmfg =dzx e
m _dT(x)
f(aig) - dz

¢o je diferencidlna rovnica pre napéatie T'(z) v zdvislosti od polohy v lane z, kde z = 0 je
bod kontaktu so zdvazim meo a x = L so zavazim m;. Celé lano zrychluje s rovnako velkym
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zrychlenim, ktoré uprostred oto¢i smer v priestore, ale z hladiska lana ide stale ,rovnako“ (&ize
bud v smere rasticeho alebo klesajticeho ), ¢ize a je konstanta. Konkrétne kladné a znamend
zrychlovanie v smere rasticeho x, ¢ize pripad, ked m1 zrychluje nadol. Pred tiazou je +, pretoze
v polke kde x < L/2 tiaz tahd v smere klesajticeho z a v druhej polke (z > L/2) tahd v smere
rastticeho . Cize konkrétnejsie by sme mohli namiesto + v poslednej rovnici pisat sgn(L/2 — )
(v prvej samozrejme naopak).

Oznacme silu, ktorou taha lano zévazie ms ako To, to znamend, ze T'(0) = Tp. V prvej polke
lana plati
A%m+@>:dﬂfﬁ
Cize napétie sa v nej bude menit ako linedrna funkcia

T(x) =To + 7 (a+g)e,

takze v bode kde sa lano otaca bude platit T'(L/2) = To + (m/2)(a + g).
V druhej polke lana bude platit

Cize pre napétie bude platit
L m L m m
T@) =7 (5)+ Ta-g(vr-35) =To+ T+t + Ta—g(s-3),
takZe v bode kontaktu s kvidrom s hmotnostou m; bude platit
ﬂm=%+%w+w+%@—w=%+mw

To je sila, ktorou bude lano fahat kvader m, nahor.
Moézeme napisat pohybové rovnice pre kvadre. Nadalej budeme znacit a ako zrychlenie,
ktorym m, zrychluje nadol a teda m2 nahor. Takto bude pohybova rovnica pre mo

maoa = Ty — mag,

mozeme si z tejto rovnice vyjadrit nezndmu Ty ako Ty = ma(a+g). NapiSeme pohybovi rovnicu
pre mi a dosadime
mia =mig — (To + ma),
mia = mig — ma(a + g) — ma,
(m1 +m2+m)a= (m1 —ma)g.
m1 — ma
a=g————.
mi+mz+m
Hotovo.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha CA ... turbomolekuldrni pumpa

Turbomolekuldrni pumpy pro ziskavani nizkych tlaki funguji na principu zmény hybnosti ¢astic
plynu smérem z cerpaného objemu. Aby byl efekt tic¢inny, musi se jejich lopatky otdcet rychlosti
srovnatelnou s tepelnou rychlosti molekul plynu. Uvazujme prumeér lopatek d = 15 cm a cerpany
plyn dusik o teploté 25 °C. S jakou frekvenci se musi rotor v pumpé otdcet, aby se konce lopatek

pohybovaly stredni kvadratickou rychlosti ¢astic dusiku za dané teploty? Molarni hmotnost
dusiku je Mn, = 28 g-mol 1. Jarda se ucil na zkousku z vakuové fyziky.

Stredni kvadraticka rychlost molekul plynu je dana jako

UZ«/?’kiT: ﬂzg,lg)ms*l’
m ]\41\12

kde m je hmotnost jedné molekuly dusiku, k£ Boltzmannova konstanta, R moldrni plynova
konstanta, T" termodynamicka teplota a Mn, molarni hmotnost dusiku ze zadéni.
Vyjadiime vztah mezi obvodovou rychlosti lopatek a frekvenci otaceni

v:wr:2nf%l:ndf,

kde w = 2xf je thlova frekvence otdceni a r = d/2 je polomér lopatek. Odsud najdeme poza-

dovanou frekvenci
3RT 1 .
=,/—— =1090Hz.
f ]\JN2 TEd

Vysledek se shoduje s frekvencemi, které se bézné pouzivaji v laboratorich. Diky turbomoleku-
larnim pumpém se miZzeme snadno dostat az do tlakt 1-1072 Pa. Je ale pot¥eba je pfedéerpat
jinym typem vyvévy. Kvili vysokym rychlostem otdceni je dédle potfeba pumpy velmi dobte
vyvazit, na druhou stranu v nich nejsou potieba olejova maziva, kterd by mohla kontaminovat
vnitirek vakuové aparatury.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha CB ... Soupajici se susak

Terka si na koleji vyrobila improvizovany susdk na pradlo tak,
ze mezi dvé zidle natocené opéradly k sobé natahla vinu, ktera
se po povéseni pradla provésila o tthel o = 13°. Zidle se ale za-
caly soupat smérem k sobé, takze je Terka zatizila konzervami
s fazolemi v chilli omacce. Jaké nejmensi mnozstvi takovych kon- M.
zerv bude potrebovat, aby zZidle ztistaly stat na misté? Hmotnost

zidle je M, = 4,8kg, hmotnost konzervy M\ = 480g a koeficient statického treni mezi zidli
a podlahou je f = 0,65. Pradlo miizeme aproximovat hmotnym bodem o hmotnosti M, = 2kg
zavésenym uprostred siiry na pradlo. Terka pozorovala, jak Terka vést pradlo.

My, My,

M.

Ulohu budeme fesit pies rozklad tihové sily pisobici na pradlo, kterou oznaéime Fg. Protoze
pradlo je v klidu, musi na néj zhora pusobit jesté tahova sila zdvésu, kterd musi byt v rovnovaze
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s tthovou silou. Z rozkladu sil a znalosti thlu vychyleni mtazeme tuto tahovou silu F; vyjadrit
jako

Fg
: 2
sina = =
Fy
Fq
Ft = N .
2sin a

Musime si dat pozor na to, ze na pradlo pusobi tahova sila dvakrat, pokazdé od jedné zidle,
takze tthovou silu ve vypoctu musime vydélit dvéma.
Tatéaz tahova sila, jen opacného sméru, bude pusobit na zidli. Nas bude zajimat jeji vodo-
rovnd (Fy) i svisld (Fs) slozka. Ty muzeme vyjadrit opét z rozkladu sil
F, = Ficosa = &c?sa = Ecotga,
2 sina 2

F
Fs:FtSiHOé:?G.

Zaroven budou obé Zidle s konzervami pusobit na zem celkovou tihovou silou
F.=g(2M, + xMy) ,

kde z je pocet konzerv. V dalsich vypoctech budeme pracovat s polovicni hodnotou, protoze
celou situaci fesime pro jednu polovinu soustavy, tedy jednu zidli a polovinu konzerv.

Aby se zidle neSoupala, musi platit, Ze treci sila se bude rovnat vodorovné sile na zidli
pusobici, ziskavame tedy podminku

f(%+F) .

2M, + xM, M,  gM
fa( 2+m k)+fg2p292pcotga,

pricemz jsme vyuzili toho, ze Fo = gM;. Rovnici mtizeme dale vynasobit dvojkou, pokratit g
a vyuzit ji k vyjadreni hledaného poctu konzerv

f(@2M, + zMy) + fM, = M, cotg o,
My cotg o

ka_T—Mp—ZMZ,
My cotgae — My f — 2M, f
T = .
f My

Po dosazeni tedy ziskdme vysledek x = 3,6 a spravnd odpovéd tedy je, ze Terka potrebuje
minimalné ¢tyti konzervy.

Tereza Voltrovd
tereza.voltrova@fykos.cz

21


mailto:tereza.voltrova@fykos.cz

Fyziklani 2024 18. roc¢nik 16. vinora 2024

Uloha CC ... magicka vana

Jindra ma vanu, ve které hladina vody klesa s konstantni rychlosti vy nezavisle jeji vysce h nad
vytokovym otvorem. Vytokovy otvor ma priirez So. Miizete predpokladat, Ze plati aproxima-
ce gh > v3. Uréete priifez vany v zavislosti na vysce S = S(h). Jindra si hrdl s lodickami.

Pohyb kapaliny se ridi Bernoulliho rovnici
1 5
5PV -+ p + pgh = konst,

kde p je hustota kapaliny, v je rychlost kapaliny v daném bodé, p je tlak v daném bodé zptisobeny
vnéjsim prostiedim, ¢ = 9,81 m-s~2 je tthové zrychleni a h je vyska daného bodu vztazens
k referen¢nimu bodu.

Je jasné, ze i voda v Jindrové vané musi splinovat Bernoulliho rovnici. VSechny vysky h
budeme vztahovat k vytokovému otvoru. Na hladiné vody ve vané je rychlost vody vo kon-
stantni{ (podle informaci ze zadéan{), vyska hladiny nad vytokovym otvorem je h a tlak je rovny
atmosférickému tlaku p = pa. V misté vytokového otvoru voda vytékd neznédmou rychlosti v,
vyska nad vytokovym otvorem je nulova a tlak je rovny atmosférickému tlaku p = p,. Tudiz
dostavame rovnici

1 1
3PV + Do+ pgh = 5pv” + pa,

2
1 1
5’(](2)"'9’1: 5’[}2.

Nyni nasadime do boje dalsi rovnici, a sice rovnici o konstantnim objemovém pritoku.
Jestlize v jednom misté protéka voda otvorem o prufezu Si rychlosti v; a na jiném misté
protéka otvorem o prufezu Sz rychlosti ve, pak objemovy prutok ¢ spliuje

q = Siv1 = S2v2 = konst .

Z Bernoulliho rovnice a z rovnice pro objemovy pritok dostaneme soustavu dvou rovnic se
dvéma nezndmymi S a v

SU() = S()U,
1 1
51}3 + gh = 51)2 ,

odkud chceme vyjadrit zdvislost prufezu vany S na vysce nad vytokovym otvorem h. Vyjadiime

rychlost v z druhé rovnice
v =1/v2 +2gh

Svg = So\/’l)g—l-Qgh.

Zavislost prufezu S(h) vany na vysce h nad vytokovym otvorem je
S 2gh 2gh
S(h) = 22\/v2 +2gh = So |1+ L2 ~ 8y, | 222
Vo h Vo
Jindrich Jelinek

jjelinek@fykos.cz

a dosadime do prvni rovnice
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Uloha CD ... souboj titant

Na daélnici je tak husty provoz, ze vozidla dodrzuji ¢asovy odstup T = 3s. Presto se jeden
kamion rozhodne predjet jiny, pred nimz je velka mezera. Presune se do levého pruhu a zrychli
na v, = 95km-h™!, zatimco piedjizdény jede stdle vp = 90km-h™'. Auta v levém pruhu
jedou v, = 125 km-h~?, ale kdy# se priblizi k vozidlu pred sebou na vzdélenost Tvr,, okamzité
zpomali na rychlost vi,. Kolik aut takto bude muset zpomalit? Délka obou kamioni je L =
= 15m a predjizdéjici kamion se zaradi do ptuvodniho pruhu tak, aby mél stejny odstup jako
pred predjizdénim. Také miizete predpokladat, ze po zarazeni do levého pruhu bylo nejblizsi
auto Tva za kamionem. Jarda slysel o dlouhé zdicpé na ddlnics.

Kdyz se kamion presune do levého pruhu, jeho rozestup za druhym kamionem ¢ini 7vp. Potfe-
buje se dostat stejnou vzdélenost pred néj, pricemz samoziejmé také musi urazit délku predjiz-
déného kamionu a svoji délku. V levém pruhu tak stravi cas

27, +2L
T owL—owp

T = 130s.

Rozestup mezi auty v levém pruhu je 7va, ten se ted muze zkratit na 7vr,. Kazdé auto tedy muze
pokracovat rychlosti v, az do doby, kdy se dostane do vzdalenosti 7vr, od kamionu v levém pruhu
a prudce zpomal{ na vr,. Doba tohoto manévru trva kazdému autu ¢t = 7 (va —vL) / (va —vL) =
= 7. Pocet aut, kterd tak musi zpomalit, je

T  27vp+2L .

N==

T ('UL —’UP)T 43'

V takové situaci se za predjizdéjicim kamionem vytvori kolona asi 43 vozidel, kterd musela
zpomalit na rychlost vy,.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha CE ... nabity &tverec

Kuli¢ky s nabojem q jsou umistény ve vrcholech ¢tverce, v jehoz stiedu je kulicka s nabojem @Q =
= —kq. Jaka musi byt hodnota konstanty k, aby byla cela soustava v rovnovaze?
Danka si hrdla s kulickami.

Ze symetrie ulohy staci, aby byly v rovnovaze sily ptusobici na kulicky ve vrcholech ¢tverce —
sily pusobici na tu ve stfedu se vzdy vyrusi. Navic staci, kdyz se podivime pouze na kulicku
v jednom vrcholu — u ostatnich bude situace stejna. Odpudivé sily od kuli¢ek ve vrcholech bude
kompenzovat pritazliva sila od té ve stiedu ctverce. Bude tedy platit

1N (1) L1k
4re a? 4re a? 4me 202 4ne a2/2’

odkud snadno dopocitame

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
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Uloha CF ... slozka s klipem

Uvazujme desky na papir, které jsou na horni strané vybaveny klipem, jenz drzi
papiry uvnitf. Necht ma klip délku 2cm a otaci se na pruziné s tthlovou tuhos-
t1 1,0Nm-rad~!. Papiry mezi desku a klip pridévéme tak, e vSechny dohromady ¥
tvori kvadr a jsou uchycené na svém samotném okraji. Konec klipu ptisobi na
papir kolmo na svoji délku. Mezi papiry a klipem a mezi papiry a deskou uva-
zujte koeficient treni f, mezi papiry samotnymi nekonecné treni. Zjistili jsme, Ze k
jakmile takto pridame do klipu 130 papirt a oto¢ime desky svisle, tak vsechny F
papiry vypadnou dolii. Jaka je hodnota koeficientu f? Uvazujme tloustku jedno-
ho papiru 0,1 mm a jeho hmotnost 5,5g.

Jarda nosi do skoly pravé takovou sikovnou slozZku.

Oznac¢me délku klipu [, thlovou tuhost ¢, tloustku jednoho papiru d, jeho hmot- dc

nost m a pocet papirua n. Moment sily, kterym pusobi pruzina na klip, uré¢ime n
jako
M=cp,
kde ¢ je thel otoceni klipu vici deskdm. Velikost ihlu najdeme z poc¢tu papira jako
. nd
singp = — .

l

Sila ptisobici na papir tak odpovidd F = M/l a sméfuje kolmo na rovinu klipu. Tuto silu si
rozlozime na kolmou a rovnobéznou k roviné papiru a desek. Jakmile desky s papiry postavime
kolmo k zemi, rovnobézna slozka pusobi doli, zatimco kolmé ptisobi do papiru. Dolu pusobi
také tihova sila papirt Fy = nmg, kde g je tthové zrychleni.

Proti silam dold ptisobi treci sily mezi klipem a papiry a mezi papiry a deskami. Protoze se
papiry nepohybuji ani smérem k deskdm, ani do klipu, jsou normalové sily, které na né pusobi,
v rovnovaze. Normalova sila od klipu

N = Fcosyp

je kompenzovina reakci desky o stejné velikosti. Kazdopadné tteci silu drzici papir v klipu
vypocteme jako
Fy=2fN=2fFcosp,

kde f je koeficient tfeni ze zadani a koeficient 2 pochazi pravé od obou normaélovych sil. Tato
sila musi byt v rovnovéze se silami

Fy+ Fsing =nmg+ Fsing =2fF cosgp.
Dosazenim za F' dostavame rovnici
nmgl + cpsing = 2fcpcos p,
odkud koeficient tfeni po dosazeni za thel vyjadrime jako

nmgl + cpsing nmgl + carcsin("Td) nd

2cp cos @

L =0,56.

QCarcsin(”Td) 1— ("Td)2

f:

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha CG ... padajici kufr

Ve vlaku je nad sedackami na poli¢ce naklonéné o thel a = 10°
umistén drevény kufr o hmotnosti m = 10kg. S jakym nejmensim
zrychlenim se musi pohybovat vlak, aby kufr sjel z policky a spadl
na cestujici? Koeficient statického treni mezi kufrem a polickou
je f=04. Cesty vlakem jsou nevyzpytatelné.

Klicem k vyfteSeni této ulohy je spravné si zapsat sily ptsobici

na kufr a rozlozit je na slozky k kolmé (F'\) k poli¢ce a s ni vo-
dorovné (F”). Na kufr budou piisobit t¥i sily: tthové (Fg = mg), >
tfeci (Fr = ma) a setrvacnd (Fs) kvuli zrychleni vlaku. Slozky tihové a setrvacné si muzeme
vyjadrit jako

Fgi =mgcosa,
Fg =mgsina,
Fsi =masina,

Fs = macosa.

Treci sila bude urcena souctem sil kolmych na policku vynasobenych koeficientem statického
tfeni, tedy

Fr=f(FeL+ Fs1)= fmgcosa+ fmasina.
Aby se dal kufr do pohybu, musf se vyslednice sil vodorovnych s polickou rovnat nule (respektive
byt nepatrné vétsi a orientovand stejné, jako Fgj). Kdyz tedy vezmeme v potaz i sméry sil,
protoze jsou to vektorové veliCiny, ziskdme rovnici

Fy) = Fr + Fg

macosa = fmgcosa+ fmasina 4+ mgsin «

_ fmgcosa+ mgsina

mcosa — fmsina

a po dosazeni vysledek

a=61ms 2.

Miuzeme si vS§imnout, Ze to jsou asi dvé tretiny tihového zrychleni, a tim padem je naprosto
nerealistické, aby se vlak za béznych podminek pohyboval s takovym zrychlenim. Vyjimkou by
mohla byt naptiklad dopravni nehoda nebo podobnéa krizova situace.

Tereza Voltrovd
tereza.voltrova@fykos.cz

Uloha CH ... dioptricka

Hanka do skoly nosi dioptrické bryle o optické mohutnosti —0,5D. Jednou si je ale zapomnéla
doma, a proto si musela sednout jinam nez na obvyklé misto. V jaké maximalni vzdalenosti od
tabule musi sedét, aby nevidéla véci na tabuli rozmazané? Hanka hrdla famfrpdl s brylems.

Jelikoz ma Hanka bryle se zdpornymi dioptriemi, tedy rozptylky, znamend to, ze nevidi na
dalku — je kratkozraka. Bézné m4 ¢loveék bez této vady takzvany daleky bod (tedy nejvzdélendjsi

25


mailto:tereza.voltrova@fykos.cz

Fyziklani 2024 18. roc¢nik 16. vinora 2024

bod, ktery mize vidét ostfe) v nekoneénu. Kratkozraky ¢lovék ho m4 blize a na vzdélenéjsi
body nedokéaze zaostiit. Musi proto nosit bryle s rozptylkami, aby mu bryle vytvorily virtualni
obraz o néco blize.

Pokud je zdroj v nekonec¢nu, jdou z néj paprsky rovnobézné s optickou osou. Rozptylkou se
podle definice zobrazi do jejiho ohniska, obraz si tak z nekone¢na pritdhneme blize. Virtualni
obraz vSech bodu bliz§ich nez nekoneéno se zobrazi mezi rozptylku a jeji obrazové ohnisko.
Pokud tedy Hanka nosi takové bryle, diky kterym dokéze vidét ostie i body v nekonecnu, pak
zcela jisté uvidi ostre i body, které jsou k ni bliz.

Vzdalenost Hanc¢ina dalekého bodu bude stejné, jako ohniskova vzdéalenost bryli, aby dokaza-
la vidét ostte i body v nekone¢nu. Kdyby byla vzdalenost jejiho dalekého bodu jiné, potfebovala
by nosit jiné bryle. Nyni uz ndm staci pfipomenout vztah mezi dioptrii a ohniskovou vzdalenosti

1 1

fZBZ—MD:

—2m,

kde znaménko minus znamend, Ze daleky bod je na opacné strané cocky nez oko, coz jsme
predpoklddali. Daleky bod ve vzdalenosti 2m je tedy nejvzdalenéjsim bodem, ktery Hanka vidi
ostre, musi si tedy sednout blize nez 2m od tabule.

Katerina Rosickd Jaroslav Herman
kacka@fykos.cz jardah@fykos.cz

Uloha DA ... spalovaci

Pri spalovani benzinu vstupuji do reakce dvé molekuly CgHg spolu s 25 O, a dochézi ke vzniku
oxidu uhli¢itého a vody. Uvazujte spotrebu auta 61- (100 km)f1 a hustotu benzinu 755kg-m ™2,
Jaky objem CO, se za normalnich podminek vytvori béhem cesty auta z Brna do Prahy po
trase dlouhé 207 km? Jarda si jednou poridi auto na vodik.

Jeden litr benzinu obsahuje latkové mnozstvi uhliku

————— =53mol,

kde V =11, p je hustota benzinu a M<38H18 = 114 g-mol~! jeho moldrni hmotnost. Protoze na
jeden mol uhliku vznikne jeden mol oxidu uhli¢itého, zndme rovnou i molarni mnozstvi CO,.
Dosazenim do stavové rovnice idedlniho plynu dostdvame hledany objem Vco, jako

ncRTa -3 Vp RTa
Da Mc_ nu Pa

87718

Veo, = =1,3m",

pricemz R je plynova konstanta, T, normdlni teplota a p, atmosféricky tlak. Auto mé spotie-
bu 61-(100km) ™", tedy za trasu dlouhou 207 km spali 61- (100 km)~"-207 km = 12,41 benzinu.
Do ovzdusi tedy vypusti 12,41- 1,3 m®.17" = 16 m®. Pouzivany benzin neni &istou latkou s uve-
denym vzorcem, proto se musi ve vyfukovém systému pouzivat riuzné filtry a katalyzatory, aby
do ovzdusi unikalo co nejméné nebezpecnych latek.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha DB ... jezirko na zrcadle

Jindra vlastni Newtoniiv dalekohled s dutym kulovym primarnim zrcadlem. Primarni zrcadlo
ma polomeér krivosti r = 2,40m. Jednou Jindra nechal teleskop nezakryty ve vertikalni poloze
venku, do dalekohledu naprselo a celé primarni zrcadlo se naplnilo vodou s indexem lomu n =
= 1,33. Kolikrat se zmensila ohniskova vzdalenost primarniho zrcadla? Zanedbejte tloustku
vodni vrstvy oproti ohniskové vzdalenosti.

Jindra pak nasel v tubusu dalekohledu plavat potdpniky.

Definice ohniska je bod na optické ose, kde se protnou odrazené ¢i zlomené paprsky prichazejici
rovnobézné s optickou osou. Ohniskova vzdédlenost je pak vzdélenost ohniska od vrcholu zrcadla
(bod na povrchu zrcadla lezici na optické ose). V paraxidlni aproximaci pfedpokldddme, ze ihly
vSech prichéazejicich i odrazenych svételnych paprski s optickou osou jsou malé o < 1. Paprsky
rovnobézné s optickou osou dopadajici na povrch zrcadla v kolmé vzdalenosti h od optické
osy se odraz{ pod thlem 2« = 2h/r. Paraxidlni aproximace pro kulové zrcadlo s polomérem
ktivosti r dava ohniskovou vzdélenost

_h _ra _r
=50 =% "2
Tento vztah plati pro kulové zrcadlo bez vody uvniti.

Vodni vrstvou na zrcadle projdou paprsky rovnobézné s optickou osou beze zmény. Poté se
odrazi od povrchu zrcadla podle zdkona odrazu. Oznacme thel bod odrazu — stred krivosti —
vrchol zrcadla jako a.. Paprsek se tedy odrazi pod tthlem 2« vzhledem k optické ose. Poté ale jesté
musi projit rozhranim voda — vzduch. Podle Snellova zédkona lomu se zlomi pod tithlem 8 smérem
k optické ose

sin(8) = nsin(2a),
8 =~ 2na.

Pfi odvozeni jsme pouzili aproximaci pro malé thly sinz ~ z pro |z| < 1. Novd ohniskova

vzdalenost je

_h_ra_ v _fo_ fo
fﬁﬁi B 2n n 1,33

Ohniskova vzdalenost se tedy zmensila 1,33krat.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha DC ... vombaté&i

Malicky vombatek Cooper nedokdaze vyrobit tolik tepla, aby pokryl tepelné ztraty do okoli
nory, které c¢ini 30 watti. Jelikoz je ale Cooper chytry, zakryje kruhovy vchod o polomé-
rur = 0,2m vrstvou velkych listd, ktera ma tloustku 0,98 cm a soucinitel tepelné vodivos-
ti 0,039 W-m~1-K~!. To pomtize, protoze teplo neunikd z nory jinudy nez vchodem. Tak si
Cooper v nore dokaze udrzet stdalou teplotu 20 °C i presto, ze venku je 0°C. Jedné noci vsak
prisel velky vitr a vsechny listy odfoukl mimo vybéh. Cooperovi tedy opét byla zima.

Kolikrat hmotnéjsiho kamarada ma Cooper pozvat do své nory, aby v ni bylo opét prijem-
nych 20 °C, pokud predpokldddme, Ze tepelny vykon vombatii je pfimo imérny jejich hmotnos-
ti? Kdta byla nadsend, Ze v ZOO Praha konecné budou mit vombata.
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Ked je vchod do nory zakryty listami, tepelné straty prechadzajice vrstvou listov prave vyrovna-
vaju tepelny vykon vombata Coopera. Ak povazujeme tepelny tok vrstvou listou za homogénny

a ustaleny, plati vztah

Po _\Ti-T,

s d "’
kde Pg je tepelny vykon Coopera, S = nr? je plocha vchodu, A stéinitel tepelnej vodivosti,
d hriubka vrstvy listov, a T1, T> postupne teplota v nore a vonku. Vyjadrime vykon Coopera
a vycislime

MNTy — To)nr? .

Po = % ~ 10W.

Celkové tepelné straty nory pri otvorenom vchode st P = 30 W. Kamarat Coopera preto musi
pokryt tepelny vykon
Pi=P—Pc=20W.

Kedze uvazujeme, Ze tepelny vykon vombata je priamo imerny jeho hmotnosti, Cooper potre-
buje v nore kamarata s dvojndsobnym tepelnym vykonom ako ma on sam. Cooperov kamarat
teda musi mat oproti nemu dvojnasobnii hmotnost.

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz

Uloha DD ... pouliéni lampa

Pouli¢ni lampu si muzeme predstavit jako polokouli o polomé-
rur = 30cm, v niz je ve vzdédlenosti r /3 shora zavésena Zdrovka.
Polokoule se nachazi nad zemi ve vysce H = 4m od jejiho stredu
a je zespodu prikryta sklenénym poklopem o tloustce h = 1 cm.
O kolik cm je mensi polomeér plochy, kterou osvétluje lampa s po- | 14"
klopem, oproti poloméru plochy, kterou by osvétlovala, kdyby
poklop pritomen nebyl? Index lomu skla je 1,5 a rozptyl zareni ve skle miizete zanedbat. Taktéz
predpokladejte, Zze poklop dostatecné ¢ni pres okraje lampy.

David si dukladné prohlizel poulicni lampu na cesté z porady.

Pro velikost osvétlené plochy nas budou zajimat paprsky dopadajici na samotny okraj sklenéné-
ho poklopu. Pocéitejme postupné horizontalni vzdalenost, kterou takovy paprsek urazi. V lampé
nejprve urazi vzdalenost Rq,1 = r, nez dopadne na sklenény poklop. Z jednoduché geometrie
uré¢ime sinus thlu dopadu paprsku jako

3v13

sinog = ——.

13

Po lomu pak ze Snellova zdkona dostdvame

. ny . 2\/ 13
sinay = — sina; = ——.
no 13
Paprsek ve skle urazi vertikdlni vzdédlenost h, snadno tedy uréime horizontalni vzdéalenost jako

Ri2o=h-tgas.
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Snadno si uvédomime, Ze po lomu paprsek poleti opét pod thlem a3 od kolmice. Tentokrat
urazi vertikalni vzdalenost H — h, proto analogicky dostavame

R1,3 = (H — h) -tgar .
Polomér osvétlené ¢ésti je tedy v situaci s poklopem

3775
Ri=Ri,1+Ri,2+Ri,3= Tcm
Situace bez poklopu je snadnd — polomér osvétlené plochy miizeme urcit z pouhé podobnosti
trojuhelniku jako
Ry, H+2/3r 3H +2r
—=— = Ry=-—
r 2/3r 2 2

Proto dostéavame, ze polomér plochy, kterou osvétluje lampa bez poklopu je vétsi, a to o

=630cm.

Ry — Ry = gcmi 0,833 cm .

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha DE ... troubici vlaky

Danka jede na kole podél rovné vlakové trati rychlosti vp. Ve stejném sméru jako ona za ni po
trati jede vlak rychlosti vi = 156 km-h™", ktery troubf frekvenci fi = 330 Hz. Z opacného sméru
jede druhy vlak rychlosti vo = 65km-h~?, jeho# frekvence troubeni je f» = 350 Hz. Danka vsak
slysi oba vlaky vydavat stejny tén. Jakou rychlosti tedy jede? Vysledek uvedte v jednotkach
km-h~?!. Danka se byla projet na kole.

Danka pocuje tén s odlisnou frekvenciou od tej, akd vydédva vlak, pretoze vlak sa voci nej
pohybuje. Nastdva tak Dopplerov efekt. Pri tomto efekte je dolezity pohyb voci médiu pre-
nasajicemu vlnenie, teda v tomto pripade voci vzduchu, ktory prendsa zvuk. Voéi vzduchu,
ktory povazujeme v nasom pripade za nehybny, sa pohybuji vlaky ako zdroje zvuku a aj Dan-
ka ako prijimac. V pripade oboch vlakov je frekvencia, ktori pocuje Danka, vyssia ako té, ktord
vlak vydava, pretoze sa vlak ako zdroj zvuku k Danke priblizuje. V tomto pripade plati pre
frekvenciu f, ktorti Danka pocuje od prvého vlaku, vzorec

C — UD

f=n ;
CcC— U1

kde ¢ = 343 m-s~! je rychlost zvuku vo vzduchu. V &itateli zlomku sa Dankina rychlost odéitava
od rychlosti zvuku, pretoze sa Danka pohybuje v smere od vlaku. V menovateli zlomku sa
rychlost vlaku odcitava od rychlosti zvuku, pretoze sa vlak pohybuje smerom k Danke. Rovnaku
frekvenciu f Danka pocuje aj od druhého vlaku. V tomto pripade plati vztah

c+ vp
c—vy

f=r
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kde stcet v c¢itateli zlomku vyjadruje pohyb Danky smerom k druhému vlaku a rozdiel v meno-
vateli zase pohyb vlaku smerom k Danke. Teraz staci dat tieto dve rovnice do rovnosti a vyjadrit
rychlost Dankinho pohybu

c— VD c+ vp

f:

2 )
CcC— V1 C — VU2

fi

(c—wp)(c—v2)f1 = (c+wvp)(c—v1)fe,
ce—v2)fi —vp(c—w2)fi = c(c —v1)f2 + vp(c —v1)fa,
c(c—v2)fi — c(c — 1) fa = vp(c —v2) f1 + vb(c—v1)fa,
(c—v2)f1 — (c—v1)fe
(c—v2)fi+(c—vi)fa’

Up =

Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostavame
vp = 3,80m-s~ ' =13, 7km-h™".
Danka, ide na bicykli rychlostou 13,7 km-h™*.

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz

Uloha DF ... nespava civilizace

Predstavte si, ze se na Venusi vyvinula mimozemska civilizace, ktera se vznasi na hustych
oblacich kyseliny sirové ve vysce h = 75km nad povrchem. Pro sviij zivot potrebuje neustaly
prisun slunec¢niho svitu. Obyvatelé proto museji vést kocovny zivot a porad se plavit smérem
za Sluncem. Jakou minimélni priimérnou rychlosti se museji plavit, pokud ziji na 60. stupni
zemépisné Sitky? Polomér Venuse je 0,95 poloméru Zemé, rotace okolo osy Venusi trva 243 dni,
obéh okolo Slunce 224 dni a jeji rotac¢ni osa je priblizné kolma na rovinu obéhu. Uvazujte
kruhovou drahu Venuse okolo Slunce a nezapomeiite, Ze VenuSe rotuje opacnym smérem, nez
obih& okolo Slunce. Matéj se boji tmy.

Najprv spocitame ako dlho trva den pri pohlade z Venuse, teda, ako dlho trva od poludnia po
nasledujtice poludnie. Tento defi sa nazyva synodicky a oznaéme ho T'. KedZe VenuSa rotuje
v opacnom smere ako obieha okolo Slnka, tak synodicky den je kratsi ako cas rotacie okolo
osi T'. Konkrétne, po jednom obehu Venuse okolo Slnka — po prejdeni doby P — sa Venusa otoc¢i
okolo osi N = P/T krit. Za tito dobu viak ubehne N + 1 = P/T’ synodickych dni, pretoZe
jeden den je ,skryty“ v samotnom obehu Venuse okolo Slnka. Spojenim tychto dvoch rovnic
dostavame

P_r
T T ’
7 toho vyjadrime dizku synodického dna
/ PT .
T = =117d.
P+T

Mimozemska, civilizacia musi preplavat okolo planéty za dobu 7”. Aby sme ziskali ich rychlost v,
potrebujeme vypocitat vzdialenost s ktort takto preplavaji. Obvod rovnobezky je skalovany
s kosinusom zemepisnej sirky ¢. NavysSe nesmieme zabudnif, Ze mimozemstania sa nachadzaja
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vo vyske h = 75 km nad povrchom. To je vo vzdialenosti 0,95 Rz +h od stredu Venuse, kde Rz =
= 6378 km je polomer Zeme. Teda

5 P+T
=7 = 21(0,95Rz + h) cos(¢p) BT

¢o je rychlejsia chodza.

v =19ms ' =69kmht,

Radovan Lascsdk
radovan.lascsak@fykos.cz

Uloha DG ... rychlé miony

Kolikrat dal, ve stredni hodnoté, doleti mion letici rychlosti v = 0,99¢ ve srovnani s mionem
leticim rychlosti vy = 0,95¢? Stiedni doba Zivota mionu je 7 =2,2-107%s.
Danka si vzpomnéla na predndsku z STR.

Oznacme si t; Cas letu midnu pri rychlosti vi a t2 ¢as letu pri rychlosti v2. Potom pre drdhu,
ktord prejde mién v jednotlivych pripadoch plati z1 = vit1 resp. z2 = vats. Cas letu miénu je
dany okrem iného jeho strednou dobou zivota. Ide o to, ze mién ako nestabilnd cCastica existuje
iba nejaky Cas a potom sa rozpadne. Kedze sa mién pohybuje relativistickou rychlostou, nameria
pozorovatel na zemi kvoli dilatacii casu dlhsiu dobu existencie miénu ako je ¢as, ktory vnima
sam mién. Pre dilataciu ¢asu plati vztah

t=T7.

Tu v je gama faktor a plati pren

kde v je rychlost pohybu miénu voéi pozorovatelovi na zemi a c je rychlost svetla. Potom pomer
drah oboch miénov moézeme vyjadrit ako

T2 Uzl
i ,
X1 Ultl
1
2
1,1]72
X2 V2T c2
1 T 1 ’
2
v
1
1-—

o‘d
[

T2 V2

2
T U1 1— 16%
Po dosadeni zadanych hodnét dostavame
x
22923
T1

Rychlostou 0,99¢ doleti mién 2,3krat dalej ako rychlostou 0,95c¢.

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz
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Uloha DH ... vozik s olovnici a trfenim

Meéjme kopec se sklonem o = 30°. Na néj polozime duty kvadr
o hmotnosti M = 10kg, kterému z horni stény visi provazek dél-
ky | = 15cm s hmotnym bodem o hmotnosti m = 2,5kg na kon-
ci (tuto hmotnost nepocitame do hmotnosti kvddru). Poté pustime
kvadr dolti z kopce. Na jakém thlu vzhledem ke svislému smeéru se
provazek ustali? Uvedte kladny vysledek, bude-li lanko vychylené ve
sméru jizdy, a zaporny, bude-li vychylené v opacném smeéru. Koefi-
cient treni mezi kvadrem a kopcem je f = 0,10.

Lego rad iteruje svoje ulohy.

Zaujima nds ustalend situdcia. V nej sa uz povrazok a hmotny bod voci kvadru nehybu, a teda
to posobi, akoby spolu s kvadrom tvorili jedno dokonale tuhé teleso. Mozeme teda spocitat
s akym zrychlenim bude toto teleso zrychlovat dole kopcom.

Jeho celkova hmotnost je M + m; zlozka tiazovej sily v smere rovnobeznom s kopcom
bude (M +m)gsin a. Zlozka v smere kolmom na kopec (¢ize normélova sila) je (M +m)g cos «
a trecia sila (posobiaca proti pohybu a v smere rovnobeznom s kopcom) ma tak velkost f(M +
+ m)g cos a. Spolu je kviader urychlovany silou

F=F,—F,=(M+m)gsina— f(M + m)gcosa,
a jeho zrychlenie teda bude

F

a:M—l—m

=g(sina — fcosa).
Respektive, takto to plati, pokial je trenie dost malé na to, aby sa kvidder naozaj smykal dole
kopcom. V opacnom pripade, by bolo zrychlenie proste 0. Moézeme si ale overit dosadenim
hodnét zo zadania, Ze kvider sa naozaj bude $mykat, nakolko dostdvame a = 4 m-s~2

Presunme sa teraz do stustavy zrychlujicej spolu s kvadrom. Na to, aby sa hmotny bod
zaveseny na lanku v tejto sistave nehybal, musi nan posobif nulova vysledna sila. Rozoberme si
sily, ktoré nan posobia. Jeho tiazova sila mg posobi zvislo nadol; zotrva¢na sila ma rovnobezne
s kopcom smerom dozadu; a nakoniec sila, ktorou pdsobi lanko, na ktorom visi. Velkost a smer
sily od lanka budd (v ustdlenej situdcii) presne také, aby tdto sila kompenzovala vyslednicu
dvoch zvysnych sil. Dolezité je, ze smer sily od lanka je rovnaky, ako smer samotného lanka.
Musime teda zistit smer vyslednice zvysnych dvoch sil.

Tiazova sila mg pdsobi v smere nadol. Zvisla zlozka zotrvacnej sily ma velkost masina =
= mg(sina — f cosa)sina a smeruje nahor; vodorovnd zlozka mé velkost ma cos a a smeruje
dozadu. Vyslednica tiazovej a zotrvacnej sily mé teda v zvislom smere zlozku o velkosti

Fiert =mg (1 —sin® a + f cosasin a) = mg(cosa + fsina) cos a
smerom nadol a vo vodorovnom
Fhoriz = mg(sina — f cos a) cos a
smerom dozadu. VSimnime si, ze pre limitny pripad zvislého kopca (a0 = n/2) nepdsobia na

hmotny bod v ststave spojenej s kvidrom ziadne sily, to je spdsobené tym, ze tato sistava
padéa so zrychlenim g, a teda hmotny bod je z pohladu tejto ststavy v beztiazovom stave.
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Vratme sa vSak k uhlu vychylenia lanka. Zaujima nés jeho vychylenie voci zvislému smeru,
takze tento uhol ziskame ako arkus tangens pomeru vodorovnej zlozky sily ku zvislej zlozke
Fhoriz sina — f cosa

= arct - .
vert cosa + fsina

B = arctg

Povrazok bude vychyleny o uhol 8 smerom dozadu, preto vysledok musime zadat ako —24°.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha EA ... zavody hmotnych bodi

Lego se pripravuje na soutéz teoretickych fyzika, kteri proti so- ! . !
bé soutézi v zavodech hmotnych bodi. Hmotné body krouzi po
trati nasledujicim zpiisobem. Nejprve jedou primocare po rovin-
ce délky L, potom se libovolnym zptisobem oto¢i o 180° a zase
Jjedou po rovince délky L, po které ndsleduje dalsi otocka o 180° L

a tak ddle. Lego vyrobil sviij hmotny bod tak, Ze dokaze vyvi-

nout nejvyssi zrychleni a a jeho rychlost vzhledem k trati ma vzdy stejnou velikost. Poradte
Legovi, jak ma zvolit velikost této rychlosti, aby jeho hmotny bod obkrouzil trat za co nejkratsi
cas. Lego je prilis gramlavy na to, aby zdvodil nécim skutecngm.

Trat sa sklad4 z dvoch identickych roviniek a dvoch identickych zakrut, staci ndm teda sledovat
sucet casu pre jednu rovinku a jednu zakrutu. Pre velkost rychlosti v prejde Legov hmotny bod
rovinku za éas t1 = L/v.

Zaroven pre velkost rychlosti v sa bude musiet otdcat po kruznici s polomerom, pre ktorta
plati

v? v?

QZE = R:Z'

Polkruhové zékruta bude mat pre Legov hmotny bod dizku 0/2 = wR, ¢ize ju prejde za Cas

0/2 w©R m
t2 = —_— = — = —,
v v a

Chceme minimalizovat ¢as
L 1w
T=ti+to=—+—,
v a

kde parameter, cez ktory minimalizujeme je v. Cize zderivujeme T podla v a polozime vysledok
rovny 0:

_dr_ L =
T dv T 0?2 a’
La
=y,
T

a dostali sme optiméalnu rychlost.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha EB ... téstovinovy problém

Adam si na kolejich vsiml zajimavého jevu. Maximalni mozny pritok vody z kohoutku zavisi
na jeji teploté. Vime, Ze mozné rozmezi teplot je (t1,t2), voda s teplotou t1 = 20°C vytékd
s prittokem @, = 55ml-s~ !, voda s teplotou to = 35°C priitokem Q2 = 400ml-s~! a zdvislost
pritoku na teploté je linedrni. Adam potreboval odlit horkou vodu z hrnce s téstovinami — do
drezu pod kohoutkem proto zacal prilévat horkou vodu o teploté T = 80°C s priitokem @Q =
= 35mls~!. Spoctéte teplotu vody, kterou musi z kohoutku pustit, aby teplota vody vytékajici
ze drezu byla nejmensi mozna. Voda se ve drezu nehromadi, jeji teplota se okamzité ustaluje
a tepelné ztraty do okoli neuvazujte. Hustotu vody povazujte za konstantni.

Adam nechce trapit potrubi.

Napisme si nejprve kalorimetrickou rovnici pro jednodussi situaci — tedy méame ve drezu néjaké
konstantn{ mnozstvi vody o dvou pocatecnich teplotach.

m-c-(ty —t)=M-c- (T —t,),

kde ¢ zna¢i mérnou tepelnou kapacitu vody, m znac¢i hmotnost vody kterou poustime z ko-
houtku, t jeji teplotu, M hmotnost vody kterou Adam priléva do dfezu a t, vyslednou teplotu,
kterou se snazime minimalizovat. Tento zapis nicméné v nasi situaci neni prilis korektni, protoze
misto hmotnosti mame zadany pritok — vSimnéme si ale, Ze pokud v rovnici zkratime na obou
stranach mérnou tepelnou kapacitu, obé strany rovnice pak podélime hustotou vody a nasledné
casem, dostaneme zapis, ktery uz v nasi situaci uplatnit mizeme. Konkrétné

. B QT +qt
g-tv—t)=Q-(T—-ty) = tvii@—&-q'

Nyni uréeme, jak zavisi prutok vytékajici vody na jeji teploté. Ze zadani vime, Ze zavislost je
linedrni. Hleddme tedy zavislost ve tvaru

3)

gq=a-t+b.
Dosazenim hodnot v zaddni a vyfeSsenim soustavy rovnic dostaneme snadno
g=(23mls "K') -t — (405mls ).

Tento vztah dosadime spolu s dalsimi hodnotami do rovnice (E)7 pro jednoduchost vse uvazime
bezrozmérné.
23[t]? — 405[t] + 2800

23[t] — 370

Tento vyraz nyni derivujme podle bezrozmérné teploty [t] a tuto derivaci polozime rovnu nule.
Po upravé dostaneme

[tv] =

529[t]> — 17020[t] + 85450 0

(23[t] — 370)2
Staci, aby byl nule roven citatel zlomku. Vyfesenim této kvadratické rovnice pak dostaneme
jediné feSeni vyhovujici zaddni, a to, Zze se hledané minimum nachdzi v bodé [t] = 25,95.

Odpovédi na otdzku ze zadéan{ tedy je zhruba 26 °C.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
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Uloha EC ... dalsi koralek na draté

Meéjme koralek o hmotnosti m navleceny na dokonale pevny drat ve tvaru kruznice o poloméru r
upevneny v prostoru. Vezmeme pruzinu tuhosti k s nulovou klidovou délkou a jeden jeji konec
upevnime ve vzddlenosti r/2 od stfedu kruhu a druhy konec pripevnime ke kordlku. Jakd bude
perioda malych kmiti koralku kolem jeho stabilni polohy?

Lego si vsiml, Ze tento rok navrhl mdlo iloh na kmitdni.

Stabilnd poloha kordlky bude pochopitelne v mieste, kde je najblizsie k uchyteniu pruziny,
kedze bude vtedy dizka pruziny iy = r /2. Otézka znie, ¢o sa zmeni, ked sa kordlka pohne o Ao
po kruznici. Mézeme si pomoct zavedenim sturadnej stustavy, ktord méa stred v strede kruznice,
po ktorej sa moze koralka pohybovat. NatoCme jej osi tak, ze v stabilnej polohe mé koralka
stradnice [r, 0] (a teda bod uchytenia pruziny mé siradnice [r/2,0]).

RieSenie cez energiu

Ked sa koralka pohne po obvode o Ao, znamend to, ze presla uhol ¢ = Ao/r, kde ¢ < 1, potom
moézeme jednoducho zapisat nové stradnice korélky [r cos ¢, r sin ¢]. Dizku pruziny v tejto polo-
he dostaneme vypocitanim vzdialenosti tohto bodu od bodu, v ktorom je pruzina uchytend, co
zvlddneme pomocou Pytagorovej vety. Rozdiel z-ovych stiradnic je r(cosp — 1/2) a rozdiel y-
ovych sturadnic je rsin . Potom dizka pruziny je

1\2 1 1
l:\/r2 (cosnp—g) +T25in2g0:r\/cos2gp—cosgp+4+sin2g0:r\/1—cosga+4,

pri¢om pre malé uhly ¢ priblizne plati, Ze cos ¢ =~ 1 — ¢?/2. Dalej si treba uvedomit, Ze nés
nezaujima ani tak samotna dlzka pruziny, ako jej zmena energie oproti rovnovaznej polohe. Na-
kolko energia pruzinky je kl?/2, tak nirast energie oproti rovnovaznej polohe bude k(1% —13)/2,

vyjadrime teda
2 2 2
1
P2~ <<'02+ ) T2

4 42
Dosadime spat ¢ = Ao/r a to dosadime do zmeny energie pruziny

1,2 .2 1k, o
AE, = k(I —1l5) = ==Ao".
P= 3 ( 0) 29 o
N4és zaujima to, akd tuhost citi kordlka pri svojom kmitani. To zistime jednoducho tym, ze
polozime zmenu energie rovnil kegAo®/2, kde kg je tuhost takej pruzinky, ktord by kmitala

rovnako po pripevneni kordlku (bez obmedzeni na pohyb). Porovnanim dostavame keg = k/2.

Riesenie cez silu

Druhd moznost je spocitat akd bude sila pdsobiaca na kordlku po vychyleni o Ao. Na koralku
posobi len pruzina a drét, pricom pdsobenie od drotu akurdt vykompenzuje zlozku sily od
pruziny, ktord je kolm4 k drétu (lebo v tom smere sa kordlka hybat nebude). Cize vysledns sila
posobiaca na koralku bude zlozka sily od pruziny rovnobezné so smerom drétu v danom bode.

Pre malé kmity mézeme zanedbat zmenu diéky pruziny a braf teda, ze velkost sily, ktorou
bude pruzina tahat je Fy = kr/2. Zostdva najst priemet tejto sily do smeru rovnobezného
s drotom. Tento priemet je rovny AF = Fysin «, kde « je uhol zovrety medzi smerom, ktorym
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do

Obr. 2: N4crt situace.

pruzina tahé a smerom kolmym k drétu. Pruzina tahd smerom k bodu kde je uchytena. Nakolko
droét je vytvarovany do tvaru kruhu, smer kolmy k drétu v nejakom bode je zhodny so spojnicou
toho bodu so stredom kruhu.

Ked si situdciu nakreslime, vidime, Ze trojuholnik (s vrcholmi v strede kruhu, bode uchytenia
pruziny a v koralke) je pre dostatoéne malé vychylenie priblizne rovnoramenny trojuholnik. Cize
uhly oproti jeho ramendm si zhodné, a tym padom a ~ ¢ < 1. Zostava vyuzit, ze sinp ~ ¢,
dosadit ¢ = Ao/r a dostdvame, ze sila posobiaca na koralku po vychyleni o Ao z rovnovaznej

polohy je
k

AF = Fysin Aa ~ kgcp = §Ao.
Pre tuhost, ktori korédlka ,citi“ plati AF = kegAo, Cize porovnanim dostdvame, ze kordlka je
tahand spit do rovnovdhy s efektivnou tuhostou keq = k/2.
Poésobi to skoro az zdzracne, ale tieto dva uplne odlisné postupy skutocne daji rovnaky
vysledok.

Vysledok

Tak ako tak sme dosli k tomu, Ze kordlka kmitd akoby bola pripevnena k pruzinke s tuhos-
tou ke = k/2. Zostéva si uvedomit, Ze z hladiska kinetickej energie alebo zotrva¢nosti mézeme
pre malé kmity zahnutie trajektérie koralky zanedbaf. To znamend, ze mozeme dosadit do
znameho vzorca pre periddu malych kmitov

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha ED ... zvySime intenzitu

V mnoha technickych aplikacich potrebujeme ziskat vysoké intenzity elektrického pole. Jako
jednu elektrodu pouzijeme dratek o priméru 3,0 mm, ktery vliozime na osu druhé, duté valcové
elektrody. Jeji polomér je 1,2cm. Na elektrody privedeme napéti U. Toto zapojeni porovname
s deskovym kondenzéatorem, kam priloZzime stejné napéti a vzdalenost desek bude 2,0 cm. Urcete
pomér elektrické intenzity v tésném okoli dratku v prvnim zapojeni, vici intenzité v deskovém
kondenzatoru ve druhém zapojeni. Jarda chteél pozorovat Elidsuv ohen.

Oznacme polomér velké vilcové elektrody b = 1,2 cm, polomér té malé ¢ = 1,5mm a vzdale-
nost desek kondenzatoru d = 2,0 cm. Intenzita elektrického pole v deskovém kondenzétoru je
jednoduse

vvvvvv

sebe pole, které klesd tmérné r~!, kde r je vzdalenost od osy symetrie. Mezi elektrodami je
rozdil potenciadla U, coz muzeme zapsat podminkou

b b b
U:/ E(r)dr:/ fdr:cln<7> .
" LT a

Odsud vyjadiime konstantu imeérnost ¢ a najdeme elektrické pole v okoli elektrody, tedy

c U

Ea == a == @ .
Hledany pomeér je tak

B __d o,

Eq aln(%) o

Pouhou zménou geometrie tak miuzeme dosdhnout v nékterych mistech vyssi intenzity pole i pti
podobnych vnéjsich rozmérech.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha EE ... ptik Fykosik

Pték Fykosak bézné 16t4 krajinou rychlosti vo = 80 km-h~! v horizontalnim sméru. V této rych-
losti je sila dynamického vztlaku stejna jako sila tihova. Kdyz si ale Fykosdak chce odpocinout
na néjakém stromé, musi na néj pristit — na to musi letét maximalné rychlosti v1 = 20km-h™!
v horizontalnim sméru. Predpokladejme, ze v tomto sméru zpomaluje na tuto rychlost s kon-
stantnim zpomalenim a = 2m-s~2. Jakou by mél pfi pristani vertikdlni rychlost, pokud mél
pred zacatkem zpomalovani vertikalni rychlost nulovou a nijak nezrychloval smérem nahoru?
Pozn.: Dynamicky vztlak je imérny druhé mocniné horizontalni rychlosti.

David mél strach, aby nevyletél z Matfyzu.

Nejprve spocitame, jak dlouho bude ptédkovi Fykosdkovi trvat, nez se dostane na pristavaci
rychlost v1. ProtoZe je zpomaleni konstantni, plati

Vo — V1
vi=vo—al = T=——,
a

37


mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani 2024 18. roc¢nik 16. vinora 2024

kde vg je pocatecni rychlost, a je zpomaleni v horizontdlnim sméru a T je nas hledany cas. Diky
podmince pro Fyyn ziskdme rovnost, diky které jsme schopni dopocitat konstantu imérnosti

mg

=
Vo

den:k»vgzmg = k=

Z Newtonova zakona sily dale pro vertikalni zrychleni av plati

mg — Fa
av=— = ay=-——-
m m

A protoze nds zajima vertikalni rychlost, staci toto zrychleni pouze integrovat podle casu.
Oznacime-li vy horizontalni rychlost Fykosaka, mtizeme psat

g r mg — F.
— Fa
Upristavaci = / avdt = / ——— N dt =
o o m

2

T mg — ¢ v
:/ — 0 dt=
0 m

r 1
0 Yo

Nakonec dosadime vy = vg — at a vysledny integral uz snadno spocteme jako

T 2 T 2,2
vo — at 2at  a“t
Upﬁstévaci:g/ 1—wdt:g/ 7_72(115:
0 0

V2 Vg V2
_ 2a t? T a? |t T _ —aT? a’T3 _
gvo 2 —o gv% 3 o g V0 g 3v?
_ g(vo—vl)z - ﬁ(vo—vl)g _ 3o (vo — v1)° — (vo — v1)? _
vo  a? 93113 a? 3via
_ (vo — v1)?(2v0 + v1)
3via ’

Po dosazeni pak dostavime vpsistavaci = 46 m-s~'. Vidime tedy, Ze ptaci musi béhem pristavani
téz vyrazné zpomalovat ve vertikdlnim smeéru.

David Skrob
david.skrob@fykos.cz

Uloha EF ... nedokonala dioda

Uvazujme diodu, kterd ma v propustném sméru odpor 2,2 ), zatimco v zdavérném je jeji odpor
nekonecny. Nedokonalost diody spociva v jeji nenulové parazitni kapacité 19pF, kterd se da
v nahradnim schématu zakreslit jako paralelni kondenzator k odporu diody. Takovou diodu
pripojime ke zdroji stfidavého napéti o frekvenci 3,5 GHz a amplitudé napeéti 12'V. Urcete pomeér
maximalniho proudu v propustném sméru ku maximalnimu proudu, ktery potece v obvodu
v zavérném smeéru. Uvedte kladnou hodnotu. Jarda jel v jednosmérce opacnym smeérem.
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V paralelnim zapojeni kondenzatoru a rezistoru méame na obou prvcich stejné napéti, které je
v nasem priipadé rovno napéti na zdroji U = Uy sin(wt), kde w = 2xf je Ghlova frekvence zdroje.
Plati tak

U = Rz,
_@
U=2.

kde R je odpor rezistoru a Ir proud, ktery skrze néj prochazi. Naboj na kondenzatoru o kapa-
cité C je Q. Proud prochézejici vétvi s kapacitou odpovida jednoduse

_dQ _ ,dU _
Ic = It 7Cdt = UpwC cos(wt) .

Celkovy proud diodou urc¢ime jako soucet proudu skrze obé vétve
I="0U (% sin(wt) + Cw cos(wt)) .

Kapacitni ¢dst proudu zustava pro oba sméry stejné velké, jen s opaénym znaménkem, zatimco
odporova se méni v zdvislosti na sméru. Necht je v prvn{ poloviné periody T = 1/f dioda
zapojena v propustném sméru, pak pro proud plati

1
Io<t<r/2 = Uo (R— sin(wt) + Cw cos(wt)) ,
1
pricemz Ri = 2,2). Pozdéji vsak po dosazeni R2 = oo misto R; dostaneme

Irsist/2 = UgCw cos(wt) .

Maximdlni proud v propustném sméru najdeme pomoci derivace vyrazu Io<¢<r,2 podle Casu
a poloZenim rovno nule

dloct<T/2 1 9 . -
—a - Uo (R—lw cos(wt) — Cw sm(wt)) =0

1
~ RiCw

= ]O<t<T/2,maz - % R%C’%)? +1.

1

= tg(wtm)

Hodnota maximalniho proudu v zdvérném sméru je evidentné Irs¢~7/2,mae = UoCw. Hledany
pomeér vychazi

IO<t<T/2,maz _ \/R%02w2 +1 _ \/41T2R%02f2 +1

= —1,48.
IT>t>T/2,7mz:c RlCUJ 2T[Rlcf

I zde vidime, ze pro C' — 0 jde pomér do nekonecna tak, jak bychom ocekavali. Pro vysoké
frekvence nebo velké kapacity naopak tento pomér jde k jedné, tedy usmérnéni diody se tplné
prestane projevovat. S timto je tedy potteba pocitat pri konstrukei vysokofrekvencénich obvodi.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha EG ... pfitladeny poklop

Uvazujme prostor s otvorem o plose A, ktery uzavreme rovnym svislym vilcovym poklopem
o téze vnitrni i vnéjsi plose A. Z prostoru vycerpame vzduch na tlak 10 Pa a poté vyvévu od-
stavime. Mezi poklopem a zbytkem vakuové aparatury jsou ovSem netésnosti, takze se dovnitr
z okolni atmosféry stdle dostdvaji castice vzduchu. Uvazujme, Ze rychlost pronikani je primo
umeérnd rozdilu tlaki mezi prostory a nepiimo umérna sile, kterou je poklop k aparature pri-
tlacovan. Po 7 hodinach od vycerpani byl uvniti naméren tlak 80 Pa. Urcete, za jak dlouho od
vyderpédni aparatury tlak presahne 200 Pa, pokud je v aparatufe celou dobu teplota T = 20 °C.

Jardovi stoupd tlak.

Prepisme zadani do rovnice pro pocet ¢astic uvniti poklopu N

dN (Pa — Pin)
— = 4
dt F )
kde dN/ dt je ¢asové zména poctu ¢astic uvniti vakuového prostoru, « je néjaky, zatim nezndmy
koeficient imérnosti, p, je atmosféricky tlak mimo aparaturu, pin je tlak uvnitr, ktery se s casem
meéni, a F' je sila, kterou je poklop pritlacovan ke zbytku aparatury.
Nyni vyjadreme nékolik vztahti. Pocet ¢astic uvnitt je ziejmé

N:NAn,

kde Na je Avogadrova konstanta a n je poCet molu plynu uvnitt. Ze stavové rovnice idedlniho
plynu najdeme zavislost mezi n, V' a tlakem pi, jako

pinV =nRT,

kde T je termodynamickd teplota. Vidime, ze pocet ¢astic uvnitf je primo dameérny tlaku pin,
nebot vsechny ostatni jmenované veli¢iny jsou v prubéhu procesu konstantni

pinv

N = N,

RT A7
Sila, ktera pusobi na poklop, je z vnéjsi strany Fout = Apa. Podle zadéani je plocha na vnitini
strané stejné velkd, proto je sila piusobici zevnitt Fin = Apin. Celkova sila, kterou je poklop pri-
tlacovan, je proto F' = A (pa — pin). Vidime, Ze je tedy také imérné rozdilu tlaka mezi vnitikem
a vnéjskem. Protoze je poklop umistény svisle, nepfitlacuje jej jeho tithova sila k aparatufe.

Dosadme do nasi diferencidlni rovnice () za N a F. Dostdvdme

dpin _ aRTA (pa — pin)
dt VNA (pa — Pin)

:Ba

kde jsme oznadili konstantu aRTA/(VNa) = B a zkratili zdvislost na rozdilu tlaku. Tlak se
v aparatufe zvysuje linearné jako

Pin = Pino + B,
kde t je cas od vycCerpani na tlak pino = 10 Pa. Zaroven vime, ze po Case to = 7h je tlak pin1 =
= 80 Pa. Odsud mutzeme dopocitat konstantu 8 jako
Pin1 — Pin0
finl P03,

Pin1 = Pino + Bto =
to

40



Fyziklani 2024 18. roc¢nik 16. vinora 2024

Tlak pine = 200 Pa pak nastane v ¢ase 7, ktery najdeme jako

_ Pin2 — Pin0 _ topinQ — Pin0 _ 19h
B Pin1 — Pin0

Pin2 = Pino + BT = T

Tlak 200 Pa bude v aparatufe 19h od vycerpani na 10 Pa.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha EH ... asynchronni jednofazovy motor

Mame-li k dispozici zdroj stridavého napéti jen s jednou fazi, ktery chceme pouzit na sestrojeni
elektromotoru, mizeme napriklad pripojit paralelné 2 vétve a v jedné z nich posunout fazi
pridanim kondenzdtoru. Potfebujeme, aby byl fdzovy rozdil mezi vétvemi ©/2 a aby v kazdé
z nich byla stejna amplituda proudu. Kazda vétev obsahuje po 2 civkach zapojenych sérioveé,
z nichz ma kazda indukcénost L a odpor R. Jak musime zvolit thlovou frekvenci zdroje w
a kapacitu kondenzatoru C, ktery zapojime do série s jednou vétvi, abychom dostali pozadovany
vysledek? Lego predndsel o elektromotorech na soustredend.

Podmienkou na to, aby mali priudy pripojené k jednému zdroju rovnakd amplitidu je to, aby
mali obe vetvy aj rovnaku amplitidu. Ak dalej pozadujeme, aby boli priudy oproti sebe posu-
nuté o /2 musi byt aj uhol medzi vektormi zndzorrujticimi impedancie v komplexnej rovine
rovny nt/2.

Impedancia vetvy bez kondenzatora bude

Zy = 2R + i2wL,

kde ako i zna¢ime komplexni jednotku. Impedancia vetvy s kondenzatorom bude

1
Z1 =2R i(QwL——) .
1 + oC
Vidime, zZe redlna zlozka impedancie je rovnaka a z podmienky na rovnaki velkost impe-
dancii vyplyva, Ze aj komplexnd zlozka mus{ byt rovnako velkd. Ak maji byt impedancie oproti
sebe posunuté, musia byt navzajom komplexne zdruzené Z; = Zs. Inymi slovami komplexné
zlozky musia byt opacné

1
2wl = — (2wl — —
Y (w wC’)’

1
qol = — .
w wC

Ak zéroveri chceme aby bol fazovy rozdiel n/2, v kombindcii s Z; = Z» tak dostivame,
Ze uhly ktoré zvierajui obe impedancie s redlnou osou musia byt n/4. Co znamend, ze redlna
a komplexna zlozka musia byt rovnako velké

R
2wL =2 = —=.
) R—w 17
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Nasli sme tak potrebnt uhlovi frekvenciu. Zostava dosadit ju do predchadzajtcej rovnice

R 1
470 = —
L~ E¢
L
C=1r

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FA ... neodolatelna ptitazlivost reloaded

Jindra uz si pritelkyni nasel, a tak se rozhodl svou nepotrebnou cernou diru z tlohy 8 ve Fy-
zikland online 2023 prodat nékomu dalsimu. Vsiml si ale, ze se mu ¢erna dira vlivem Hawkingova
zéfeni zmensuje. Jindrova dernd dira méla pocateéni hmotnost 3,675-10'2 kg. Vztah pro teplotu
Hawkingova zareni je
_ fic®
- 8nGME’
kde M je hmotnost ¢erné diry a h, c, G, k jsou redukovand Planckova konstanta, rychlost svétla
ve vakuu, gravitacni konstanta a Boltzmannova konstanta. Pro Schwarzschildiiv polomér cerné
diry déle plati Rs = 2GM/C2. Predpoklddejte, zZe ¢erna dira vyzaruje pouze fotony z horizontu
udalosti a neprijima zadnou hmotu z okoli. Za kolik let se Jindrova c¢erna dira vypari?

Jindra zdravi Dencu do Frenstdtu.

T

Jestlize udélame predpoklad, ze Cerné dira vyzaiuje pouze fotony z horizontu udélosti, pak zaii
vykonem
P = 4nR20T*! (5)

podle Stefanova-Boltzmannova zakona, kde o je Stefanova-Boltzmannova konstanta, T' je tep-
lota cerné diry a

_2GM

R
c2

(6)

je Schwarzschildiv polomér ¢erné diry zavisejici na hmotnosti M cerné diry. Jak vime ze zadéni,
i teplota Cerné diry zavisi na jeji hmotnosti

he?

= Seanin (7)

Pocateéni teplota Jindrovy erné diry byla Tp = 3,34 - 10'° K, coZ je asi o t¥i fady vice nez
teplota v nitru Slunce. Stefanova-Boltzmannova konstanta se da vyjadrit pomoci jinych funda-
mentélnich konstant

n’k*
7~ 60c2h3 ®
Dosadime vztahy (E), (H) a (E) do rovnice (E) a upravime
P—4n4G2M2 n’k* hte'? hc®

t 60c2h3 40960 GAM K~ 15360nG2M?2
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Odvodili jsme vztah pro zafivy vykon cerné diry zavisejici jen na jeji hmotnosti M. Zarivé-
mu vykonu odvozenému podle predpokladi ze zadan{ (pouze fotony, vyzafovan{ z horizontu
udalosti) se Fikd Bekensteinuv-Hawkingiv zafivy vykon.

Jelikoz cerna dira vyzafuje energii a podle predpokladu ze zadani do ni z okoli nepada
74dna hmota, bude ztricet hmotnost. Einteintiv vatah E = mc? dévd do souvislosti energii
z hmotnosti. Tudiz pro ztrdtu hmoty cerné diry dostaneme diferencialni rovnici

2dM _ ket
dt ~ 15360nG2M?2’

Poé4tecni hmotnost ¢erné diry je Mo = 3,675 - 10'? kg a jeji koncové hmotnost po vypafeni je
nulova. Pocatecni cas je t = 0 a cas vyparfeni cerné diry je 7. S pouzitim téchto integracnich
mezi muzeme vyresit diferencidlni rovnici

0 het T
_ M2dM = 7/ dt
Mo 153601G2 /,
het
M§ = — T
37°% 7 15360nG?2
2
T = wMS =4,172-10% s.

hct
Jindrova &erné dira se vypaii za 4,172 - 10%' s, coz odpovida 1,32 - 10'* roktim.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FB ... Rydbergiv stav

Jaké hlavni kvantové cislo by musel mit elektron v atomu vodiku, aby byl od jadra vzdaleny
jednu astronomickou jednotku? Uvazujte Bohriiv model atomu.
Jarda se citil odtrzeny od reality.

K feseni dlohy vyuzijeme Bohriv model atomu vodiku. Zde je elektron pritahovan k jadru
elektrostaticky coulombickou silou

1 €?
Fo=—=—
©T dneo 2’
kde g0 je permitivita vakua, e nédboj elektronu i protonu (elementérni ndboj) a r vzdalenost
elektronu od jadra atomu.

Tato sila se rovna dostredivé sile
o2
Fd = me? 5

ktera na elektron o hmotnosti m. obihajici rychlosti v ptisobi. Dilezitym postulatem v Bohroveé
modelu je kvantovani momentu hybnosti elektronu

L =mevr=nh,

kde n je hlavni kvantové ¢islo a h redukovand Planckova konstanta. Tuto podminku je mozné
ekvivalentné formulovat tak, Ze na kruhové trajektorii o délce 2nr najdeme cely pocet vilnovych
délek elektronu, kde vlnovou délku definujeme jako A\ = h/p, pficemz p je hybnost.
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Dosazenim z kvantovaci podminky za rychlost elektronu do rovnosti sil dostaneme

Me r=n =n?.5297-10 "' m.

1 e 1 ( nh )2 N odmeoh®
dnegr2 1 Mee?

MeT

Dosazenim do podminky v zadani

_ 1AU
1AU=r =n?.5,297-10" ! =4/ =53.10°.
rEnY M= "=\ 5297-10 m

V pripadé vysoce excitovanych elektront v atomech hovorime o Rydbergovych stavech. Byly
pozorovany elektrony vzdalené od jader stovky nanometri, coz je na poméry mikrosvéta ex-
trémné hodné. Pro tak vzdalené elektrony staci jen nepatrnd energie k ionizaci. Nase tloha
uvazuje dokonce o mnoho radu vétsi vzdalenosti, proto bychom takové chovani v pozemskych
podminkach pfipravit nemohli.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FC ... odpor reakce

Uvazujme obvod, ve kterém ke stejnosmérnému zdroji napéti U = 450 mV pripojime pomoci
elektrod elektrolyt. Aby ndboj mohl obvodem protékat, je potfeba pri jeho prechodu z elektro-
Iytu do elektrody a naopak prekonat jisty odpor. Uvazujme nahradni zapojeni obvodu ve formé
sériové zapojeného rezistoru Ry, ktery reprezentuje prechod mezi elektrolytem a elektrodami,
a rezistoru s odporem R, = 28 m{), ktery reprezentuje ohmické ztraty v celém obvodu. Od-
por Ry, ovSem zdvisi na napéti u, které na ném je, jako R, = Rpoexp(—u/a), kde « = 100 mV
a Rpo = 7,09Q. Urcete proud, ktery bude obvodem protékat.

Jarda stdle zpracovdvd data ze své bakaldrky.

Proud protékajici obvodem miuzeme vyjadrit jako

U
Ry, + R,
pricemz je ale Ry zavislé na na proudu.
Napéti na rezistoru R, odpovida
u=U—-IR,.

Upravou prvni rovnice a dosazenim za R, dostavame

U—1IRo = IRy = IRpo eXP(—g) = IRy exp(—ﬂ) )

a

Upravami prevedeme na tvar

odkud
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kde jsme zavedli bezrozmérnou proménnou x = u/a, pomér 3 = Rpo/Ro = 250 a pomér £ =
= U/a = 4,5. Toto vSechno jsme udélali, abychom vyfesili rovnici, kterd nemd analytické feseni.
Provedeme logaritmovani obou stran rovnice a dostaneme

:1n(5(£x_ a:)) :ln<250(4,$5—a:)> '

Reseni nejprve zkusime odhadnout. Vyzkousime na pravou stranu dosadit z = 2, pak na levé
strané vyjde x = 5,745. Tuto hodnotu znovu dosadime do pravé strany, dostaneme ale zaporny
argument logaritmu, coz neni spravné. Vidime ale, Ze jsme pravdépodobné hodnotu x trefili
aspon radoveé.

Zkusime dosadit * = 3 na pravou stranu. Dostaneme = = 4,828, coz vede na stejny pro-
blém jako predtim. Pro x = 4 dostaneme z pravé strany 3,442, hodnota tedy bude lezet nékde
mezi. Postupnym piilenim intervalu a dosazovanim hodnot 3,5;3,75; 3,87; 3,81 dojdeme k hod-
noté 3,813. VyzkouSenim 3,811 dostaneme x = 3,81106, coz uz je velmi dobrd shoda. Béhem
chvile jsme tak nalezli numerické feseni rovnice a mizeme vyjadrit proud I jako

U-uv U-x

o
1= = — =246A.
R, Ro ’

Obvodem protéka proud 2,46 A.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FD ... tfepetajici se vlajka

Predstavme si vlajku jako dokonale tuhy homogenni obdélnik s hmotnosti m, délkou vodorovné
strany a a svislé strany b, pricemz okolo jedné své svislé strany se miize volné otacet.

Vitr fouka rychlosti v. Predpokladejte, ze veskera interakce mezi vlajkou a vzduchem je
popséna silou o celkové velikosti F = KSv?, kde S je primét télesa do roviny kolmé na smér
vetru a K je konstanta. Sila pisobi kolmo na vlajku rovnomeérné po celém jejim povrchu.

Spocitejte periodu malych kmiti.

Legolas chteél aproximovat vlajku.

Ked bude vlajka vychylend o maly uhol ¢ < 1rad oproti smeru vetra, jej priemet na rovinu
kolmt na tento smer bude S = absin ¢ ~ abp. Bude na fiu pésobit sila velkosti F' = Kv?aby.

Akym momentom sily bude tato sila pdsobit na vlajku? Zadanie hovori, ze sila posobi
rovnomerne po celom povrchu vlajky, tym padom ,fazisko* tejto sily bude uprostred vlajky.
Zaroven sa v zadani piSe, Ze tato sila je kolmé na vlajku, ¢ize jej rameno bude a/2. Dostédvame,
Ze moment sily posobiaci proti vychyleniu, ked je vlajka vychylend o uhol ¢ je M = Fa/2 =
= Kv?a?byp/2. Takze direkény moment (akési ,,uhlova tuhost*) bude D = Kv?a?b/2.

Zostéava zistit moment zotrvacnosti vlajky. Smer, v ktorom sa neotica nas nezaujima, a tak
je nasou tlohou ur¢it moment zotrvaénosti tyce s hmotnostou m a dizkou a, okolo osi precha-
dzajicej jej krajnym bodom; ten je I = ma2/3.

Zostava otazka, ako z tychto medzivysledkov dostat periédu kmitov. Budto mézeme poznat
/ najst v tabulkach vzorec na periédu fyzikdlneho kyvadla, ktory je

I
T=2m) =
s D,
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kde I je moment zotrvac¢nosti kyvadla okolo osi otdc¢ania a D je direkény moment okolo tej
istej osi. Pre typické fyzikdlne kyvadlo D = mga, kde m je hmotnost, g je tiazové zrychlenie
a napokon a je vzdialenost osi otdCania a taziska. V nasom pripade je samozrejme D nieco
tplne iné, nakolko sila ktora vlajkou kmité nie je tiazova, ale odporova sila od vetra. Vyznam
direkéného momentu ako ,uhlovej tuhosti“ ale zostdva rovnaky. Vzorec T = 2r/I/D sa da
tiez odhadnif pomocou rozmerovej analyzy ako analdgia ku vzorcu pre peridédu linedrneho
harmonického oscildtoru T = 2ry/m/k.

Pokial vAm motivacia z predchddzajiceho odseku staci, mozete tento odsek preskocit. Ak
nie, tak odvodenie vyplyva jednoducho z druhej impulzovej vety

Igp =M,

kde M je moment sily posobiaci na teleso. Ked dosadime, ze vlajka je vracand spat do rovno-
vaznej polohy momentom sily M = —Dgp, kde D je nas direkény moment a ¢ je vychylenie
vlajky oproti rovnovaznej polohe, dostdavame diferencidlnu rovnicu druhého rddu

ktorej rieSenim je (mdzete si overit)

D
@(t) = posin | 4/ 7t+1/10 )

kde %o a @o st konstanty urcené z pociato¢nych podmienok. Délezité je, ze periédu tohto
pohybu ndjdeme ako (najmensi) cas, ktory ked pripoéitame ku ¢ tak nezmenime fdzu (Gize
zmenime fazu o 2n), takZe dostdvame rovnicu

2n =

[1
o/ = =
"D

Tak ako tak, dosli sme ku vzorcu T' = 2n+/1/D; zostédva dotiho dosadit

I ma?/3 2m
T=205 =2\ Rrarea ~ ™\ 3807

~|

T,

E
S

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha FE ... umyvani prkénka

Predstavte si, ze ve diezu umyvdte prkénko na krdjeni. Natocite ho pod tihlem o = 45° vici
zemi (kratsi hrana se dotykd dna drezu) a nechdte na néj dopadat vodu. Pfedpoklddejte, ze se
voda po dopadu odrazi viemi sméry v roviné prkénka rychlosti v = 45 cm-s~'. Kolik procent
hornfi strany tohoto kuchynského nddobi smaci voda, jestlize jsou jeho rozméry h = 27cm a d =

= 17cm a voda dopada na jeho stred? Jarda dokdze vymyslet ulohu pri kazdé cinnosti.

Na vodu v kazdém bodé prkénka pusobi slozka tithového zrychleni o velikosti gsin o smérem
doli po prkénku. Situace je tedy analogickd ochranné parabole — vysetifujeme vSechny body,
kde se muze ocitnout voda po odrazu ze stfedu prkénka. Zavedeme souradnice na prkénku tak,
ze stfed umistime doprostied spodni hrany, osa = povede vodorovné a osa y kolmo na ni po
plose prkénka.
Pak oblast, do které se voda dostava, lezi pod krivkou
h v? z2gsina

y:§+2gsina_ 202

Musime jesté vysetrit, jestli ochranna parabola nékdy protnula spodni hranu. Tyto body
najdeme polozenim y = 0 v predchozi rovnici jako

hv? 4 d
x—i\/ Y —93cm> % =85cm.
gsina  g?sin®« 2

Zjistili jsme, ze parabola nikde neprotne spodni hranu prkénka. Diky tomu pak plochu jednoduse
spo¢itdme pomoci integralu s mezemi od —d/2 do d/2

d/2 E‘i’ 02 7ngsina dm—ﬁdJr 02 didggsina
a2 2  2gsina 202 T2 2¢gsin« 2402

JelikoZ se ptame na Cast, potfebujeme urcit pomér této plochy vudi plose celého prkénka, takze
feseni tlohy vyjadrime jako
v? d?gsin o

— =0,40=40%.
2gh sin a 24hv? ’ %

_L.
P=3

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FF ... Arda

Svét z knihy Silmarillion se jmenuje Arda. Misto koule ma tento svét tvar disku o poloméru
mnohem vétsim nez jeho tloustka. Tihové zrychleni je na povrchu uprostred disku ale stejné
jako na Zemi. Najdéte plosnou hustotu Ardy.

Jardova vzpominka na povedené soustredeni s krabici experimentdlniho vybavend.

Pouzijeme analogii Gaussova zdkona z elektrostatiky, ale s jinymi konstantami. V elektrostatice
je v okoli rozsahlé desky s plosnou nédbojovou hustotou o intenzita E = o/(2¢). Intenzita E
odpovida gravitaénimu zrychleni g a € je analogické s gravitacni konstantou.
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Ze srovnani Newtonova gravita¢niho zédkona a Coulombova zikona najdeme analogii ¢ =
= 1/(4n@). Plosnou hustotu Ardy tedy urc¢ime jako
g 10 -2
=9 —-923.10"kgm 2.
77 %G 8

Pokud bychom uvazovali hustotu materidlu svéta jako p = 5000kg-m 3, musela by byt jeho

tloustka d = o/p = 4700km. Aby vSak platilo pfiblizeni ze zadédni, které iikd, ze polomér
disku je mnohem vétsi nez jeho tloustka, musel by byt tento polomér mnohondsobné vétsi nez
naptiklad polomér nasi Zemé.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FG ... nudni dovolena

Ptak Fykoséak letos vyrazil o Vanocich na dovolenou. Protoze ho v exotické destinaci uz nebavilo
valet se cely den u more, zasel se podivat po mistnich technickych pamatkach. V jednom muzeu
nasel matematické kyvadlo, které se v cas jeho prichodu kyvalo ve sméru z jihu na sever. Kdyz
pak po osmi a pul hodindch z budovy odchazel, kyvalo se ve sméru zapad—vychod. Na jaké
rovnobézce Fykosdk travil dovolenou? Jarda pokracuje v ulohdch s Foucaultovym kyvadlem.

Jisté jste nékdy slyseli o Foucaltové kyvadlu, kterym byla v osmnactém stoleti demonstrovana
rotace Zemé kolem své osy. K nalezeni feSeni tilohy musime najit thlovou rychlost, s jakou se
ota¢i rovina kyvu. Muzeme dopfedu prozradit, ze je to w1 = Qsin A, kde Q = 2n/(24h) je
thlova rychlost rotace Zemé a A je rovnobézka, na které se Fykosdk nachézi.

Zavedme v muzeu kartézskou soufadnicovou soustavu. Osa z necht miti kolmo k povrchu,
osa x na vychod a osa y na sever. Otaceni roviny kmita kyvadla zpusobuje Coriolisova sila,
ktera se objevuje v rotujicich vztaznych soustavach. Nase zavedena soustava mezi takové urcité
patii, proto se zde pravé tato sila objevuje. Pusobi na predméty, které se pohybuji radidlné
na smér otaceni, a to tangencidlné. Kromé této sily na kyvadlo pusobi také tihova sila a sila
ZAVEsU.

Vektor thlové rychlosti rotace Zemé mé v dané vztazné soustavé slozky

0
w= | Qcos A
Qsin A

Coriolisovu silu zapiseme jako
Fc =2mv X w,

kde m je hmotnost kyvadla a v vektor jeho rychlosti v nasi vztazné soustavé. Zanedbame-li
pohyb v ose z (matematickd kyvadla mivaji minimdlni svislé vychylky), mtzeme silu vektorové
napsat jako

T 0 ysin A
Fo=2m |y | x| QcosA | =2mQ | —&sin A | ,
0 Qsin A Zcos A
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kde jsme teckami oznadili rychlost v osdch x a y. Déle se omezme pouze na pohyb v roviné x, y.
Ptlisobi zde také jesté slozka tihové sily. Matematické kyvadlo se chova analogicky s linedrnimu
harmonickému oscildtoru a jeho pohyb v roviné x,y se ridi podle sily

x
F _ 2
z,y = MWy | Y )
0

kde wg = 1/g/L je thlové frekvence kmitti a = a y jsou vychylky kyvadla od rovnovidzné polohy
v obou kolmych smérech.
Vyslednice obou sil uddvd pohybové rovnice kyvadla. Napiseme je tedy pro slozky = a y jako

m# = —mwsx + 2mQsin(\) g,
myj = fmwgy —2mQsin(A) & .

Pro feseni této soustavy vyzkousime nésledujici trik: obé rovnice nejprve pokratime, poté
druhou z nich vynasobime komplexni jednotkou i a nakonec je seCteme. Dostaneme

@4 = —w, (z +iy) + 2Qsin(N) (y — id) .
Z posledni zavorky vytkeneme —i a diky relaci i> = —1 mtizeme celou rovnici vyjadfit jako
it = —wgu — 2iQsin(\) @,
kde u = x + iy je nase nova, komplexni proménné, kterd reprezentuje polohu kyvadla v Gaus-
sovské roviné. Neudélali jsme nic jiného, nez ze jsme zapsali vektor ZJ jako jedno komplexni

¢islo, ¢imz jsme ze dvou rovnic dostali pouze jednu.

Tato rovnice je analogicka s rovnici tlumeného harmonického oscilatoru, kde odporova sila je
mérna rychlosti pohybu. ReSenim jsou tlumené kmity, kdy je kosinovy priibéh exponencidlné
tlumen. ReSeni rovnice tedy zkusime zapsat jako

u = uo exp(iwit) cos(wat) ,
kde uo je néjaka (opét komplexni) amplituda. Dosazenim do diferencidlni rovnice dostaneme
—uowf exp(iwit) cos(wat) — iwiwaug exp(iwit) sin(wat) — iwiwaug exp(iwit) sin(wat) —
—uows exp(iwit) cos(wat) = —wiug exp(iwit) cos(wat) — 2iQsin(\) ugiw exp(iwst) cos(wat)
+2iQuw2 sin(\) uo exp(iwit) sin(wat) .
Po pokraceni faktorem uo exp(iwit) a Gpraviach dostdvdme
—w} cos(wat) — 2iwiws sin(wat) — ws cos(wat) =
= fwf, cos(wat) + 2Qws sin(A) cos(wat) + 2iQws sin(A) sin(wat) .

Tato rovnice musi byt splnéna ve vsech casech ¢, musi se tedy rovnat siny a kosiny zvlast, proto
ji muzeme rozdélit na dvé rovnice

—2iwiwg sin(wat) = 2iQuwa sin(A) sin(wet) = w1 = —Nsin(N) ,

—wi cos(wat) — wj cos(wat) = —wy cos(wat) + 20Qws sin(\) cos(wat) = wa = \/w? +w?.
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Foucaltova kyvadla maji délku zavésu v desitkach metri, coz odpovidad wgy v fadu desetin Hz.
To je asi o 4 Fady vice nez Q, proto miizeme v odmocniné ¢len w? zanedbat vidi wq a dosadit
do naseho vyjadreni u
u = ug exp(—iQ2sin(A) t) cos(wgt) .

Kyvadlo se tedy kyve s ihlovou frekvenci wy, ale také kond otacivy pohyb s thlovou frekven-
cf Qsin(A) (exponencidla s komplexnim exponentem). Znaménko minus v exponencidle ndm
dokonce tikd, v jakém sméru se bude rovina kyvani otacet.

Podle zadan{ se za ¢as T = 8,5 h otodila rovina kyvu o 90 °, coz odpovida

T27sin A o T . . 124h) .
W—QO =3 = )\—arcsm<4875h>—45.

TUJl =

Poznamenejme jesté, ze jiné feseni (otodeni o 270 ° nebo vice) neni mozné.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FH ... rozluéna dvojice

Dva identické valcové magnety o hmotnosti m = 7,5g a polome- b I
ru R = 1,1 cm lezi na vodorovné podlozce a dotykaji se tak, ze se Q’
odpuzuji. Jakmile je pustime, odjedou do vzdalenosti x = 11 cm uu
mezi jejich stredy. Jaky je magneticky moment p kazdého mag-
netu? Koeficient tfeni mezi magnety a podlozkou je f = 0,35.
Uvazujte dipél-dipélovou interakci mezi magnety.

Jarda se diky Jirkovi stal expertem na magnety.

Jaké magneticka sila pusobi mezi magnety? Mtzeme vyuzit poznatky z magnetostatiky, podle
kterych je struktura magnetického pole dipdlu nerozlisitelnd od elektrostatického pole elektric-
kého dipélu. Vypocet sily tak mizeme prevést na vypocet z elektrostatiky. Uvazujme tedy, ze
magnetické dipoly nahradime elektrickymi. Pro né plati p = ¢dx, kde ¢ je ndboj jednotlivych
naboju v dipdlu a dzx je jejich vzadjemnd vzdalenost. Protoze se magnety odpuzuji, musi mit na-
priklad oba kladné ndboje nahore a oba zaporné dole. Elektrostatické sila, kterou jeden magnet
odpuzuje druhy, je

2 (¢ rq’

4dreg \ T (1"2 + (6w)2)2
Kde r je vzdélenost stfedi magnett. Protoze uvazujeme dipdly, je dx < r a mizeme provést
Tayloruv rozvoj druhého ¢lenu, takze

2 ¢ 1 2 ¢ 3(595)2 1 3 ,

F= = |1- ~ —(1-14+=(= = .

4meg 12 s o\ 5 4meg 12 +2 r 47eg P
(1+ (%))

Nyni musime pfrejit od elektrostatické sily k magnetické. Elektricky dipél nahradime magnetic-
kym p a konstantu imérnosti 1/4ne nahradime po/4w. Velikost sily tak je

2
Fo 3o
4 rt
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kde r je vzdélenost stiedi magneti. Potencidlni energie soustavy na zacatku proto je

2R 2
Ei:—/ Fdr =1 /J3.
o0 4n (2R)

Cést této energie se pfeméni na préaci vykonanou tfecimi silami. Pokud je posun jednoho z mag-
netu z pocéteéni polohy o z/2 — R, pak je tato price rovna

W =2mgf (g —R) =mgf(x —2R).

Po posunu je vzdjemnd vzdalenost stifedi magnetu x, jejich potencidlni energie je proto

z 2
fo f

Br=— | Fdr=HF
f / " in

oo

Ze zakona zachovani energie tak dostavame rovnost

dnmgf(z — 2R) 23 (2R)? 2
E+W=FE = u= o x37(2R)3:0,49A~m .

Podle zadani jsme uvazovali dipél-dipélovou interakci mezi magnety. V pripadé redlnych mag-
netd se s touto aproximaci muzeme dostat do potizi, nebof magnety jsou obvykle vyrobeny
z magnetovaného materidlu, ktery mé nenulové rozméry. Alespon v pripadé homogenni mag-
netizace mizeme magnety popsat pomoci plosného magnetického nédboje a silu potom pocitat
stejné jako v elektrostatice u plo$nych elektrickych nédboji. Pro tycovy magnet, jehoz vyska je
mnohem vétsi nez priumér, poté dostaneme, ze ve velkych vzdélenostech od magnetu magne-
tické pole odpovida poli dipélu, nebot plosny ndboj na podstavich aproximujeme bodovymi
naboji.

Jaroslav Herman

jardah@fykos.cz

Uloha GA ... zas tam jedna zstala!

Jarda hral se svymi kamardady bowling, ale jako vzdycky se mu nedafilo. Uz to konecné vy-
padalo, ze d& strike, ale zase tam ziistala stat jedna kuzelka. To uz se Jarda vazné nastval
a do druhého hodu dal takovou energii, Ze se koule pohybovala rychlosti 0,7c. Kupodivu se do
kuzelky trefil, nastal nepruzny naraz a oba predméty se spojili v jeden. Jakou budou mit po
zastaveni dohromady hmotnost, kdyz koule méla pred hodem hmotnost M = 7,0kg a kuzel-
kam =1,5kg? Jarda se boji, Ze by na bowlingu pribral.

Protoze se koule pohybuje velmi vysokou rychlosti, musime uvazovat specialni teorii relativity.
Stéle ndm plati zdkon zachovani hybnosti, a ackoli jde o nepruznou srazku, tak i zdkon zachovani
energie. Budeme totiz predpokladat, ze energie srazky se preméni na hmotnost.

Musime ovsem pocitat s relativistickymi hybnostmi a dalsimi dpravami. Pokud ma téleso
klidovou hmotnost M a rychlost v, je jeho celkova energie (tj. véetné klidové)

B Mc?
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Relativistickd hybnost je
Mv

) 2 ’
1= (%)
Takto jsme vlastné definovali energii a hybnost pred srazkou, kdyz M je hmotnost koule
a v = 0,7c je jeji rychlost.

Oznac¢me p klidovou hmotnost kuzelky a koule (at uz to vypad4 jakkoli) po srézce a u jejich
spolec¢nou rychlost. Pak je hybnost po srazce

p:

p= 2
1= ()
a energie
e

u 2 '
1-(%)
Hybnosti pred srdzkou a po srizce se rovnaji, ke kinetické energii koule jesté pricteme
klidovou energii kuzelky. Dostavame dvojici rovnic

Mwv J

v
=u.
2
L+ /1 (2)
Dosadime do predchozi rovnice a mame
2
(1+8y1-5) -5
nw=M — = 8,98kg.
T2

Je tedy zrejmé, ze klidovd hmotnost po srazce je vétsi nez soucet hmotnosti pred srazkou.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha GB ... 21 zentimeter

Neutralni vodik v mezihvézdném prostoru miize vyzarit foton o vinové délce A = 21 cm, kdyz
prejde z vyssiho energetického stavu do nizsiho. Stredni doba zivota ve vysSSim energetickém
stavu je 7 = 1,1 - 107 let. Na obloze jsme detekovali kulovy zdroj tohoto zéfeni, ze kterého
prichézi zarivy tok F = 1,5-1072* W.m™2. Priimér zdroje je d = 151y a vzdélenost od Zemé R =
= 210001y. Urcete hustotu hmotnosti vodiku v oblaku (zdroji zdreni).

Jarda poslouchal némeckou pisnicku.

Zarivy tok I odpovidé
_FA
" he
fotontim dopadajicim na metr ¢tverecni za sekundu. Oznac¢me R vzdélenost zdroje od Zemé,
pak z néj odléta
A =4rR’n

fotonu za sekundu, coz odpovida aktivité celého zdroje. Z té vypocitdme pocet jader vodiku
v oblaku
N = At = 4nR%nr1 .

Tady je ale potieba se zamyslet. Cislo N udévé podet atomtl, které jsou schopny vyzéfit
foton, musi se tedy nachézet na vyssi energetické hladiné. Pfechod s vlnovou délkou 21 cm totiz
nastava pri zméné vzajemné orientace spinu elektronu a protonu v atomu. Z Boltzmannova roz-
déleni musime urcit pravdépodobnost, Ze se atom nachazi na vyssi energetické hladiné. Protoze
je teplota v fadech kelvind, jsou vzhledem k velmi malé energii prechodu vSechny mikrostavy
obsazené se stejnou pravdépodobnosti (kg7 > hc/A). Vodikovy plyn bude mit totiz nejméné
teplotu reliktniho zafeni T = 2,7K (ale spi$ bude mit vyssi teplotu, nebot vodikovd mracéna
se nachdzeji uvniti galaxii, takze jsou zahfivdna zdfenim z hvézd), zatimco teplota zafivého
prechodu vodiku je T» = he/(Mkg) = 0,068 5 K.

Uz bychom méli témér hotovo s tim, Ze celkovy pocet atomu je tak dvakrit vyssi nez N.
Jenze Boltzmannovo rozdéleni udava pravdépodobnost mikrostavu, nikoli energetické hladiny.
7 kvantové mechaniky se dé dokéazat, ze slozeni spinu elektronu a protonu se dé provést ¢tyimi
zplsoby, z nichz tii maji vyssi energii a jen jeden nizsi. Stav atomu s vyssi energii tak bude
z Boltzmannova rozdéleni zastoupen tiikrat vice, nez stav s nizsi energii. Celkovy pocet atomu
vodiku tak je 4/3N.

VsSechna jadra vodiku v oblaku vyndsobime hmotnosti kazdého z nich, tedy my. Abychom
zjistili hustotu, vydélime celou hmotnost objemem kulového oblaku. Dostavame

mu AN _ 32muR*FAr
in(4) 3 hed

3T (2

=41-10"*kgm™ 3.

p:

V ramci nasi casové skaly mizeme uvazovat zastoupeni atomu na vyssi energetické hladiné za
stalé, ve vodikovém mracnu se totiz neustéle vytvareji nové excitované atomy. Déje se tak kvili
ndhodnym srdzkam mezi nimi, které jsou sice vzacné, ale na druhou stranu mé excitovany stav
vodiku hodné dlouhou stfedni dobu zZivota. Tepelné kinetickd energie atomu vodiku je pritom
radové vétsi nez energie nutné k preklopeni spini, takze je zde dostatek energie pro neustdlou
excitaci.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha GC ... Pew Pew

Tomas s Viktorem posunuli své airsoftové zapasy na novy level, a to do vesmiru. V jaké mini-
malni vzdalenosti od Viktorova laserového déla musi Tomas zacinat sviij primocary zrychleny
pohyb tak, aby ho laserovy pulz vystieleny primo na néj nikdy nedostihl? Uvazujte, ze klidova
hmotnost Tomése spolu s jeho vozidlem je mg a jeho pohyb je urychlovany konstantni silou f.
Celou situaci sledujme ze soustavy spojené s nehybnym Viktorem a dédle uvazujme, Ze vystiel
z laserového déla a zacatek Tomasova pohybu v této soustavé probéhly soucasné.

Marek J. zjistil, Ze svétlu se dd uniknout.

Vdaka vedomosti, ze rychlost svetla vo vakuu je maximélna dosiahnutelnd rychlost by sa mohlo
zdat, ze Toméas nemodze svetlu unikat donekonecna. Presne to sa vSak v tomto pripade deje!
Intuitivne zdévodnenie si nechdme nakoniec, v tejto chvili podme tento neintuitivny fakt proste
spocitat.

Na tlohu vieme nazerat jednorozmerne, uéinme tomu tak. Aj v pripade relativistickej me-
chaniky plati rovnica

_d
f_dt7

ale s jednou doélezitou obmenou. T4 sa tyka hybnosti: p = mwv, kde m je takzvana ,relativisticka“
hmotnost/energia, m = ymg s Lorentzovskym faktorom v = 1/4/1 — v2/c2. Vidime, Ze m sa
meni s meniacou rychlostou v. Potrebujeme tak vyriesit nasledujicu diferencidlnu rovnicu

d cmov _

dt Ve2 — 2 ’
kde iba rychlost Tomésa v zavisi na Case. Priamou integraciou a néslednym vyrieSsenim kvad-
ratickej rovnice pre v dostaneme

dz ft

—_— ==
@ moy/1+ (%)°

Znova integrujeme podla casu, tentokrat integral pravej strany rovnice (E) vyriesime pomocou
substiticie ft/moc = sinhu a pre trajektériu Tomésa dostdvame

2 2
t
e=" 1+ (—f ) +C,
f moc
kde hodnotu integracnej konstanty C' ur¢ime z pociatocnej podmienky, kedy v case t = 0 je
Tomas od Viktora vo vzdialenosti d. Potom C = d — moc2/f.
Ak by svetelny 1u¢ Toméasa dobehol, existoval by prienik v trajektéridch resp. ¢as pretnutia

9)

2 2
_ mgc ft ) B
ot =T |1+ (—moc 1| +4d. (10)

Podme sa pozriet ako zavisi tdto podmienka na d. Asi najlahSie mézeme zacat tym, Ze polozi-
me d = moc?/ f, potom dostaneme z rovnice ([L0)

L

mo mocC
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¢o pre ziadny Cas t neméze nastat (prava strana je vzdy vicsia). A teda d = moc2/f je urcite
dostatocna vzdialenost, kedy Viktor Toméasa netrafi. My sa vSak pytame na minimalnu vzdi-
alenost. Uvazujme teda d = moc®/f — ¢, kde € > 0 je typicky velmi malé. Uvedomme si este,
Ze nam stali uvazovat € < moc?/f, pretoze inak by sme dostévali d < 0. Po dosadeni za d do
vztahu (L) dostaneme pre ¢as vztah

kedy pre kladné asy dostdvame rieSenie vidy ked 0 < & < moc?/f (podmienka na kladny
¢itatel). Inymi slovami, pre Tubovolné nami uvazované zmensenie vzdialenosti d = moc®/f na-
chadzame ¢as, kedy 14¢ Tomasa dostihne. Ukazali sme teda, ze d = moc? /f je onou hladanou
minimalnou vzdialenostou. K tomuto sa da prist aj uvdzenim geometrickych vlastnosti hyper-
boly.

Nakoniec patri slibena intuitivna predstava sta Zenonov paradox. MozZeme si predstavit, ze
svetlo, podobne ako Achilles dobiehajtci korytnacku, dorazi na miesto, z ktorého sa uz Tomas
presunul. Situdcia sa vSak lisi od Achilla a korytnacky. T{ sa pohybuju konstantnymi rychlostami
a vzdialenost, o ktort Achilles minie korytnacku, sa po kazdom ,kroku* dostato¢ne skrati na to
aby Achilles korytnacku dobehol v kone¢nom case. V pripade svetla a Toméasa sa tato vzdialenost
neskracuje dostatocne rychlo, pretoze Tomé&s na rozdiel od svetla (a korytnacky) v kazdom kroku
zrychluje. Svetlo ho tak nedosiahne v koneénom ¢éase (dosiahne ho az v nekonecne).

Marek Jankola
marekj@fykos.cz

Uloha GD ... nerozluéna dvojice

Dva identické valcové magnety o hmotnosti m = 7,5g, polome-
rur = 1,1cm a dipélovém momentu p = 1,1 A-m? lezf na doko- 90
nale hladké podlozce. Jsou na sebe nalepené tak, ze se pritahuji. Uu
Jaka miize byt maximalni rychlost v, kterou jednomu z magne-

tii udélime vzhledem k podlozce kolmo na spojnici jejich stredii,

aby se nerozpojily? Zanedbejte treni mezi magnety. Uvazujte dipdl-dipélovou interakci mezi
magnety. Jarda se nechtél rozloucit s pritelkyni.

Nejprve se preneseme do tézistové soustavy, kde magnety obihaji spole¢ny bod dotyku. Rychlost

V tloze FH — ,Rozluéné dvojice“ — jsme ukazali, ze pfitazliva sila mezi magnety je rovna
(pfesnéji feceno, vysledek jsme odvodili pro odpudivou silu, neni ovSem t&zké si rozmyslet, ze
v piipadé, kdy se magnety pfitahuji, ma sila stejnou velikost a opaény pouze smér):

_ fo 3y
4n (2r)4 ’

m

nebot 2r je vzdalenost mezi stfedy magnetid. Tato sila musi byt vétsi nez odstrediva. Jeji
hodnota je

2
Fy = mwlr=m <i> r.
2r
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7Z krajni podminky pfi rovnosti obou sil dostédvame

2 2 2
Lo 3m ( v ) 3o p 1
4m (2r)4 m\or) " v 167 mr3 SIS

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha GE ... samochod

Na obrazku vidite vozicek se dvéma zavazimi, jez jsou mezi
sebou spojeny lanem a soustavou kladek. Hmotnosti kvadriku “

jsou m1 = 1,56kg, me = 1,0kg a hmotnost vozicku je m =

= 3,0kg. Mezi kvadrem ms a povrchem vozicku je koeficient

treni f = 0,40. Kladky i lano jsou nehmotné a bez tieni. Na ja-

ké hodnoté se ustéli zrychleni vozicku, kdyz obé zavazi i vozicek 0
uvolnime? Predpoklddejte, Ze soustava rychle dosahne ustalené- f[ ma

ho stavu. Obrazek odpovida stavu pred uvolnénim obou zavazi LC\ m @

a vozicku. Jarda nechavd Jindru psdt reseni svych iloh.

Nejdiive se pokusme uhddnout, kterym smérem bude vozicek

zrychlovat. Kvadr maz se za¢ne pohybovat smérem doprava, lano

jej bude tahat silou T'. Tato sila se pfenasi na kladku, kde podle zdkona akce a reakce urychluje
vozicek smérem doleva. Jak uvidime pozdéji, na vozik bude ve skutecnosti pusobit vice sil, ale
budeme predpokladat, ze sila T" dominuje.

Nazvéme zrychleni voziku A. Pokud mé A kladné znaménko, vozik zrychluje doleva. Zrychle-
ni vozicku ale vytvori setrvacéné sily pusobici na kvadiiky ve vztazné soustavé spojené s vozikem.
Presunme se tedy do vztazné soustavy spojené s vozikem a napisme si rovnice, kterymi se po-
hyb kvadriiku bude fidit. Lano prenasi tahovou silu T'. Diky spojeni lanem budou oba kvadiiky
zrychlovat se stejnym zrychlenim a. Jelikoz vozik zrychluje smérem doleva, setrvacnd sila bude
pusobit doprava. Druhy Newtontv zdkon pro kvadr ms ve vodorovném sméru tika

moa =T +maA — fmag, (11)

kde g = 9,81 m-s2 je tihové zrychlen.
Diky zrychlovani voziku nebude kvadr m; viset kolmo doli, ale nakloni se pod thlem «
doprava od kolmice. Pro thel « plati

A
teax = — . 12
g 7 (12)

Na kvadr pusobi tahova sila T podél lana, tihova sila m1 g smérem dolu a setrvacénd sila mi A smé-
rem doprava. Kvadr m, zrychluje se zrychlenim a ve sméru podél lana stejné jako kvadr me.
Druhy Newtonuv zdkon ve svislém sméru ik

miacosa =mig — T cosa (13)

a ve vodorovném sméru
miasina =miA—Tsina. (14)
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Jako prvni si ale ovéfime, ze kvadry se navzdory tfeni rozpohybuji, kdyz bude vozik v klidu.
V tom pripadé bude A =0 a o = 0. Musime vyftesit soustavu dvou rovnic

maa =T — fmag,

mia=mig—T,
se dvéma neznamymi 7" a a. Z prvni rovnice vyjadiime

T = maa + fmag,
dosadime do druhé rovnice a osamostatnime zrychleni a

mia = mig —maa — fmag,
mi —f’n’L2
m1 + me

Kvadriky se rozpohybuji, jen pokud zrychleni a vyjde kladné. V nasem pripadé plati m; =
=1,5kg > fmo = 0,4 kg, tudiz soustava se rozpohybuje.

Mizeme se tedy vratit k soustavé rovnic ([L1)), ([L3), (@) popisujici pohyb kvadiiki ve vztazné
soustavé zrychlujictho voziku. Vyskytuji se v nich ¢tyfi nezndmé T', «, a, A. Rovnice ([L2)
je linedrné zdvisld s rovnicemi (E) a ([14), takze zddnou informaci navic nepriddvd. Proto
potfebujeme jesté ¢tvrtou rovnici — druhy Newtonuv zédkon pro vozi¢ek. Na vozik pisobi na
pravé kladce reakce od lana T' smérem doleva. Na levé kladce pusobi sila T'sin @ smérem doprava.
Od kvadriku me pusobi reakce tieci sily fmag smérem doprava. Tahové sily pusobici na tiseku
lana mezi obéma kladkami se navzdjem vyrusi a vozik neurychluji. Ve vztazné soustavé spojené
s vozikem jesté na vozik pusobi setrvacnd sila mA smérem doprava zrychleni voziku je nulové.
Dostaneme tudiz rovnici

0=T —Tsina — fmag — mA.

Mame tedy soustavu ¢tyr rovnic

miacosa =mig — 1T cosa,
miasina =miA—Tsina,
maa =T + maoA — fmag,
0=T—Tsina— fmag —mA,
se Ctyfmi nezndmymi T', a, a, A. Ze vztahu (@) muzeme vyjadrit zrychleni A = gtga, a tak
se zbavit jedné nezndmé
miacosa =mig — 1 cosa,
maa =T 4+ magtga — fmag,
0=T(1 —sina) — fmag — mgtga.

Pokud najdeme tihel a, pak ze vztahu (@) muzeme dopoditat zrychleni voziku A. Proto z prvni
rovnice vyjadiime
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a dosadime do dalsich dvou rovnic

m29 _ @T:T—i—ngtga—fmg%
cosa My

0=T(1—sina) — fmag — mgtga,
¢im se zbavime dal$i neznamé. Nyni z prvni rovnice vyjadiime tahovou silu
mag — megsina + fmagcos a

(1 + %) cos a

T =

)

dosadime do druhé rovnice, a tim dostaneme jednu rovnici s jedinou nezndmou «, kterou musime
vyresit numericky
1—sina+ fcosa
m2
(1 + ) cos o

0 =m2g(1 —sina) — fmag — mgtga.
Rovnici budeme fesit itera¢ni metodou, kdy na levé strané osamostatnime nezndmou a na
pravé strané ndm vznikne néjaka funkce neznadmé

a=f(a).

Nejdrive uc¢inime pocatecni odhad reseni o« = ay, ktery dosadime do funkce a spocitame druhy
odhad feSeni a1 = f(aw). Kazdy nasledujici odhad feseni a;41 spoéitdme z predchoziho odhadu
jako

ait1 = f(ai) . (15)
Pokud méame stésti, hodnoty a; budou konvergovat k jedné hodnoté. Pak zalezi jen na nas, kdy
se spokojime s presnosti vysledku «; a ukon¢ime iterace. Pokud posloupnost (L) diverguje,
musime rovnici pteskladat, vyjadiit nezndmou pomoci jiné funkce o = f’(a) a iterovat znovu.

My pouzijeme funkci

ma . 1—sina+ fcosa ma
a =arctg [ — (1 —sina) —f—
m (1+22)cosa m

S pocateénim odhadem «y = 4,0° v nékolika krocich dokonvergujeme k FeSeni o = 5,78°.
S pomoci rovnice ([L2) pak spoéitdme zrychleni voziku A = gtga = 0,993 m-s™2 = 0,99 m-s™ 2.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha GF ... rozpadajici se tloha

Radioaktivni jadra fykosia ziskavame z jaderné reakce, ktera jich vytvari P za vterinu. Pokud
v case t = 0 mame Ny jader fykosia, jaka bude jejich aktivita v case T, tedy kolik se jich bude
rozpadat za sekundu? Vime, Ze polocas rozpadu fykosia je T /5.

Marek prochdzel samovolnym rozkladem osobnosti.

Pocet rozpadajicich se jader je imérny celkovému poctu jader s konstantou tmeérnosti A =
= In2/T} /5 (s jednotkou s71). Jadra zaroven pfibyvaji rychlosti P, proto pro derivaci poctu

jader N plati
dN
— =—-AN+P
dt T
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kde A je rozpadova konstanta fykosia.

Pak
AN AN =P
dt
AtciiN+A NN Z NP
d [ ae
a( N) Mp
MN = /“Pdt
— At
= +)\

kde C je nezndma4 integracni konstanta. Tu uréime z toho, ze N(0) = N, proto

P
C=Ne -+

_ P _

_ At At

N(t) = Nre " + - (1—e ).

Aktivita vzorku je pocet rozpadu za ¢as. Spocteme proto, jak se méni pocet jader s casem.

dN _ _ _ _

G = MVre Y+ Pe M (P = P) = —ANre M — P (1—e ) 4+ P.

Kdyz porovname vysledek s prvni rovnici, vidime, ze rozpadim ptislusi prvni dva ¢leny, zatimco
posledni urcuje pribyvani jader z reakce a k aktivité neprispiva. Nakonec si jesté uvédomime,
ze Ty =In2/X a po tpravé exponencidl dostaneme

__T __T
— lr172NF2 Ty)2 _|_p<1_2 T1/2) .

A(T) Tis

Marek Milicka

marek.milicka@fykos.cz

59


mailto:marek.milicka@fykos.cz

Fyziklani 2024 18. roc¢nik 16. vinora 2024

FYKOS
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

Kl /FYKOS (0O) @fykosak

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika. Realizace projektu byla
podpotena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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