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Uloha AA ... tede to

Reaktor o vykonu 250 MW je chlazen vodnim cerpadlem s objemovym priitokem 1200h¢ za
minutu. Pokud voda protece reaktorem pouze jednou, o kolik se zvysi jeji teplota? Tepelné
ztraty neuvazujte. Pepa kradl z ucebnice.

Vykon reaktoru ndm udéva, ze reaktor do okoli odevzdé teplo @ = 250MJ za 1s. Za tuto
sekundu reaktorem protece AV = 20hf vody o hmotnosti m = pAV. Dosadime do zndmého
vztahu Q = mcAT a vyjadiime si zménu teploty proteklé vody jako

__Q
cpAV’

coz po C¢iselném dosazeni ¢ini priblizné 30 K.
Josef Trojan
josef.trojan@fykos.cz

Uloha AB ... blativa

Ptak Fykosak se vydal sankovat. Stran, ze které jezdi, ma kolmou vysku 10m a draha doli
z kopce je dlouhd 20m. Mezi snéhem uz je ale vydrena trava a trochu blata, coz sanky brzi,
takze Fykosak se po jizdé z kopce zastavi ve vzdalenosti 30 m od paty kopce. Jaky je koeficient
treni mezi sarikami a zemi? Ostatni odporové sily zanedbejte.

Za, Vercingch mladgch let se jesté dalo v zimé sdankovat.

Treci sila pusobici béhem jizdy musi byt tak velkd, aby na dané draze vykonala praci rovnou
potencidlni energii Fykosdka na kopci. Béhem jizdy z kopce piisobi tieci sila F1 = mgf cos a, kde
f je hledany koeficient tfeni a tihel « je sklon kopce. Kosinus tohoto tihlu ziskdame z Pythagorovy
véty
Ny
cosq = —— |
s

kde h je vyska strané a s je délka drahy. Dole pod kopcem pak uz neni draha sklonéna o zadny
thel, takze treci sila je Fo = mgf. Oznacime-li vzdalenost, po které se Fykosik zastavi, jako d,
dostaneme

W =Ep,
Fis + Fod = mgh,
mgfscosa+ mgfd =mgh,
h - h
scosa+d sZ2—hZ+4+d

Vysledny soucinitel pak vychézi zhruba f = 0,21, nezavisly na hmotnosti Fykosdka i tthovém
zrychleni.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz
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Uloha AC ... jack

O kolik minut se prodlouzi vydrz mobilniho telefonu, kdyz se vyrobce rozhodne vypustit jack
na sluchdtka a misto toho zvétsit baterii? Jack by zabiral misto, které je ekvivalentni valci
o priméru 3,5mm a délce 1,5 cm. Typickd baterie o velikosti 20 cm® vystaci na 15h aktivniho
pouzivani. Matéj rad sleduje nové trendy ve smartphonech.

Uvazujeme, ze kapacita baterie je pfimo umérnd jeji velikosti. Ze zadanych hodnot tak lze
prepocitat vydrz baterie na objem

t _ 15h

VvV~ 20cm?®

Usetfeny objem spocteme jednoduse jako objem vélce AV

=0,75h-cm™>.

2
AV =1- (%) 1,5cm = 0,144 cm® .
Vysledné zvyseni ¢asu aktivniho pouzivani ziskdme vynasobenim téchto dvou hodnot

At = %AV = 0,11h = 6,5min.

Pokud ma mobil konektor na sluchatka, prichazi tak pouze o nékolik minut vydrze, ¢ili to ne-

vodéodolnost nebo fakt, ze lidé pak utrati vice penéz za bezdratova sluchatka.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha AD ... odména pro vitéze Fyziklani

Ve FYKOSu jsme uvazovali, ze pro nejlepsi tymy ve Fyziklani nechdme vyrobit hodnotné pamét-
ni mince. Pro vitéze by byly 18-kardtové zlaté mince (zbytek by tvorilo stiibro), které by mély
hodnotu ¢; = 31000 K¢. Za druhé misto by se udélovaly stribrné mince o cené co = 1100 K¢.
Stribrné mince by mély dvakrat vétsi hmotnost nez ty zlaté. Kolikrat vyssi je jednotkova cena
zlata nez stiibra? Cenu razby neuvazujte. Jeden kardt je 1/24 hmotnosti celku.

Jarda kdysi vyhradl svitici kldvesnici.

Ozna¢me hmotnost zlaté mince m. Hmotnost stfibrné mince pak je 2m. Zaroven dle definice
kardtu tvor{ t¥i ¢tvrtiny (%) hmotnosti prvni mince zlato, tedy m, = %m.
Cena stifbra na jednotku m je js = 52. Cena zlata na jednotku m je

> m

. Cy C1— Jsy

]Z = —_—= 737”
my T

Pomér téchto jednotkovych cen tak je

bh_a— % _8a-a.gg
Js TZ 302

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha AE ... safra zuZeni

Kdyz jedeme po dalnici a probiha rekonstrukce, stava se, ze z pivodnich tr{ jizdnich pruht s ma-
ximélni povolenou rychlosti 130 km-h~! pokracuji pouze dva pruhy s omezenim na 80 km-h™?.
O kolik procent se snizi maximalni pocet aut, které mohou po dalnici projet za jednu hodinu pri
optiméalnim provozu? Auta jezdi maximéalni povolenou rychlosti ve vSech pruzich a maji mezi
prednimi narazniky casové rozestupy 2s. Srovnejte silnici jednoho dne bez ziZeni a jiného dne
se zulzenim. Karel jezdil po D1 (jak v CR, tak v SR).

Resen{ je trochu piekvapivé, protoze mame-li mit mezi auty stéile konstantni ¢asovy rozestup,
jedno auto projede jednim jizdim pruhem pravé po ¢ase At = 2s. Pokud se tedy zméni rychlost
aut, zméni se jejich rozestupy, ale nezméni se celkovy pocet aut, ktery po silnici projede. Jsou-li
vSechny pruhy ,zaplnéné“ az na dané rozestupy (které navic méfime mezi prednimi narazniky,
aby nam situaci nekomplikovala délka auta), dostdvame, ze bude zdlezet pouze na poc¢tu jizdnich
pruhi. Pocet aut, kterd projedou pfi optimalnim provozu, se tedy sniz{ na 2/3 = 0,667 = 66,7 %.
Protoze se zadéni pté, o kolik se kapacita snizi, odpovéd{ bude 1 —2/3 =1/3 = 0,333 = 33,3 %.
se ale dodrzovat rozestupy ¢asové hlavné kvili reakéni dobé fidice, kterou obvykle povazujeme
za neménnou vuci rychlosti auta, které pri vyssich rychlostech ujede vétsi vzdalenost. Pti vyuziti
konstantnich vzdalenosti mezi auty by tak mohlo byt velmi nebezpecné jezdit pri vysokych
rychlostech a prehnané bezpecné jezdit s takovymi rozestupy ve meéstech.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha AF ... ach, ty Newtonovy zékony

Jak velkd vnéjsi odporovd sila ptisobi na auto jedouci po roviné stalou rychlosti 30 m-s~*, pokud
mé& motor prikon 150000 W a tah 3000 N? Teplota okolniho vzduchu je 37 °C.
Robert tuto dlohu prosté vymyslel!

Jelikoz jede auto stdlou rychlosti, musi byt sily na néj pusobici v rovnovize (podle prvniho
Newtonova zékona). Odporové sily se vyrovnévaji s tahem motoru (tthova sila je celd kompen-
zovand reakci silnice a jiné sily pusobici na auto nemédme). VSechny ostatni informace v zadéni
jsou nam k nicemu — odpovéd je tedy 3000 N.

Robert Gemrot
robert.gemrot@fykos.cz
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Uloha AG ... toaletni vandalismus

Role toaletniho papiru m4 tvar valce s vyskou v = 9,4cm a s vnéjsim prumérem Do = 12,5 cm.
Duty kartonovy vidlec v jeho stredu ma primeér D1 = 4cm a tloustka jednotlivych obdélnicki
je h = 0,5mm. Nejméné kolik roli bychom potiebovali na obaleni celého povrchu Zemé jednou
vrstvou toaletniho papiru, pokud predpokladame, Ze v jedné roli je papir navinuty zcela husté
a ze spiralovité navinuti papiru na kartonovém valci umime aproximovat valcovitymi vrstvicka-
mi? Vysledek udejte na dvé platné cislice. Robo premysli nad ikoly na neobvyklych mistech.

Vyuzitim aproximécie zo zadania vieme, ze rolka toaletného papiera mé

Dy Dy
2 2

h

n=

papierovych vrstiev. Chceme spocitat celkovi dizku papiera obsiahnutého v jednej rolke, zistime
teda sucet obvodov spominanych vrstiev. Dostdvame sumu

n D D n 1
| = E 2n<71+ih):2nn71+2nh g i:mch—l—ZTchw,
i=1 i=1

kde [ je teda celkovd dizka rozvinutého toaletného papiera (zodpovedajiceho jednej rolke).
Po dosadeni za n mame

| =

TtDl (DQ*Dl) TE(DQ*Dl) <D2—D1 )
1
2h + 2 2h + ’

a po prislusnej iprave

! Dy — Dy) (D1 + Dy + 2h) .

T
=1 (
Teraz sa vratime naspat k valcovému tvaru toaletného papiera. Plocha jedného rozvinutého
papiera je So = vl a plocha povrchu Zeme je S = 47:R§e, teda minimélny pocet toaletnych

papierov potrebnych na obalenie celého Zemského povrchu je

S 4mRE 16hRZ,

N=—= =
So vl v (Dz — Dl) (D2 + D1+ Zh)

= 2510 toaletnjch papierov.

Robert Jurenka
robert. jurenka@fykos.cz

Uloha AH ... &as zazafit

Nadacni fond Neuron podporuje ceské nadané védce a jejich nadéjné projekty. Jarda doufa,
Ze by se za sviij vyzkum v oblasti mikrosvéta jednou mohl stat laureatem prestizni Ceny Neuron.
Proto usilovné pracuje se svym elektronovym mikroskopem s urychlovacim napétim U = 1,5kV,
diky kterému vidi mnohem vétsi detaily nez v mikroskopu svételném. Elektrony v mikroskopu
mayji vinovou délku A. Urcete, jaky je pomeér energie fotoni o této vinové délce ku kinetické
energii urychlenych elektroni. Jarda vymysli dlohy © na Novy rok.

Vyjadrime si de Broglieho vlnovou délku elektronu A, jez je urcena jako

A=,
p
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kde h je Planckova konstanta a p je hybnost daného objektu.

Protoze souc¢in urychlovaciho napéti a ndboje ¢astic je maly v porovnani s klidovou energii
elektroni vyjadienou v jednotce elektronvolt (1,5keV < 510keV), nemusime pouzivat relati-
vistické vztahy. Hybnost je tak urcena jako p = muv, kde rychlost najdeme ze zdkona zachovani
energie jako

2Ue

I

Me

pri¢emz me je hmotnost elektronu a e je jeho néboj.
Dosazenim vsech predchozich poznatkt do prvni rovnice urc¢ime vlnovou délku elektroni
jako
\— h_ h _ h
p mev  \2mUe

Energie fotonu o stejné vinové délce je

Uz vy3e jsme vyjadiili kinetickou energii elektrontt EX'™ = Ue. Hledany pomér tedy je

E, . 2me
Ekin Ue

= 26,1.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha BA ... pokryvani nano&astic

Nanoddstice tvaru koule o priméru d = 20 nm jsou s moldrni koncentraci ¢; = 9- 1072 mol-£~!
rozptyleny v roztoku o celkovém objemu Vi = 50 m/l. K této smési pridame Vo = 20 m{ roztoku
glukézy o koncentraci c; = 6,5 - 107° mol-¢~'. Piedpoklidejme, Ze viechny pridané molekuly
glukézy jsou adsorbovany na povrchu nanocastic a rozlozi se na ném rovnomérné. Jaky bude
priimérny podet molekul glukézy na 1nm? povrchu st¥ibrné nanodéstice?

Danka se inspirovala svym vyzkumem.

Najprv si spocitame pocet striebornych nanocastic v roztoku N;. Ten ziskame ako
N1 =c1ViNa,

kde Np = 6,022 - 102* mol ™! je Avogadrova konstanta. Potom pomocou rovnakého vzorca spo-
¢itame pocet molekil glukézy N2, ktoré do roztoku nanocastic pridame

N2 = 62‘/2NA .

Pomer %’ nam teda udava pocet molekul, ktoré buda adsorbované na jednej nanocastici. Pre

zaujimavost mdézeme spocitat ¢iselnii hodnotu tohto pomeru

No .
— = 2888.
Ny
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Aby sme mohli vypocitat pocet molekul adsorbovanych na jednotku plochy, musime este vy-
pocitat plochu povrchu jednej nanocastice. To urobime pomocou vzorca pre povrch gule

2
Sy = dn (g) —cy

Nakoniec mézeme spoéitat priemerny pocet molekil glukézy adsorbovany na 1nm? plochy
povrchu striebornej nanocastice
N2 c2 Vo

= =22 _=29230nm >.
g SlNl 01V1Ttd2 ’ nm

Na 1nm? povrchu striebornej nanocastice bude adsorbovanych priemerne 2,30 molekil glukézy.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha BB ... zavodni

Jakou drahu urazi auto pri zrychlovini z 0 na 100km-h™' pfi svém maxim&lnim zrychleni?
Koeficient treni mezi pneumatikami a vozovkou je 0,9, jiné druhy odporovych sil neuvazujte.
Predpokladejte, ze auto ma dost silny motor na to, aby po celou dobu zrychlovani udrzelo
maximalni mozné zrychleni. Martin vzpominal na zacdtky na Matfyzu.

Aby nedoslo k podkluzovani kol, nemuze byt sila, s niz autu motor dodéva zrychleni, vétsi nez
treci sila. PiSme tedy pro maximalni zrychleni a z Newtonova 2. zdkona
F_ fmg

a="=1"_yq,
m m

kde f je tieci koeficient. Nyni uz ze vztahu pro rychlost a drahu rovnomérné zrychleného pohybu
snadno uré¢ime

v=at= fgt = t:L,
fg
2
szlat2:L£43,7m.
2 2fg

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha BC ... aerogel na vodé

Méme kvadr aerogelu s hustotou 2,42 kg-m~3. PoloZfme ho na vodu za normalnich podminek.
Jaka ¢ast se z néj ponori pod hladinu? Pro jednoduchost uvazujte, ze voda do aerogelu nenatece,
a zanedbejte povrchové napéti vody. Karel chtel néco s aerogelem.

Predné poznamenejme, Ze zvolend kombinace zanedbani neni tplné fyzikdlné spravné, protoze
v tomto pripadé bude povrchové napéti hrat docela velkou roli. Nicméné by se dalo cekat,
ze aerogel hladinu sice neprotrhne, ale ze poklesne o stejnou vysku, jako zde urc¢ime.

Pro jednoduchost muzeme uvazovat, ze jde o kvadr, ktery je stabilné ¢dstecné ponoreny, jeho
podstava je rovnobézna s hladinou vody a m4 plochu S. Celkovy vysledek tlohy by byl stejny
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i u obecného tvaru aerogelu, ale takto je to lépe predstavitelné. Hloubku, do které je aerogel
zanoreny ve vodé, oznacme x a vysku kvadru ve sméru kolmém na hladinu jako h. Hustotu
aerogelu budeme znacit p1.

Vztlakovs sila vody, ptsobici na kvadr, je Fi = p3Szg, kde p3 = 998kg-m™ je hustota
vody. Rovnéz musime zapodéitat vztlakovou silu vzduchu, kterd je F» = p2S (h — z) g, kde p2 =
= 1,2kg-m~? je hustota vzduchu. Celkové vztlakova sila piisobici na aerogel je

F=F+F=5(psz+p2(h—1x))g.

Tato sila se musi velikostné vyrovnat s celkovou tihovou silou piisobici na aerogel, tedy F, =
= mg = p1Shg, odkud ziskdme rovnici pro jednu nezndmou x, resp. nas bude zajimat x/h,
na které cililo zadani dlohy

Fo=F = pShg==5(psx+p2(h—x))g,
pih = p3x + p2h — pox,

r_pL=p2 - 0,122%.

h  p3s—p2
Kdyz takovyto aerogel polozime na povrch vody bez uvazeni povrchového napéti, neponori
se ani 0 0,13%. V redlném piipadé bude tedy aerogel lezet na vodé, hladinu neporusi a pro
pozorovatele to bude vypadat, ze ji témér ani neprohyba.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha BD ... mé&feni poloméru Zemé on budget

Predpokladejme, zZe si na okraji plaze nékdo lehne tak, Ze jeho oci jsou presné na tirovni morské
hladiny a ze se diva na zapadajici slunce. Kdyz se mu jeho horni okraj schova za horizont, spusti
stopky a postavi se, takze jeho oci jsou najednou ve vysi h = 164 cm a slunce mu do nich znovu
sviti. Kdyz mu horni okraj slunce opét zapadne za horizont, stopky zastavi. Jaky cas budou
ukazovat, pokud se to odehralo na rovniku v den rovnodennosti?

Lego vlastne nikdy nebyl u more.

V ststave rotujlicej so Zemou, je ,horny okraj slnka“ bod, ktory sa pohybuje po kruznici
s velkym polomerom (vzdialenost Zeme od Slnka takto jednoduchym experimentom nezistime)
uhlovou rychlostou w = 2%1—“}1 = 7,3-107%s7'. Cas na stopkéich teda mézeme uréit pomocou
uhla, o ktory sa tento bod za dany ¢asovy tsek posunul.

Ked horny okraj slnka zapadne za horizont, znamend to, zZe prave vtedy je spojnica toh-
to bodu s oami pozorovatela dotycnicou k zemskému povrchu. Budeme uvazovat dve takéto
dotyc¢nice. Prva z nich ma bod dotyku presne v bode, kde sa nachadza pozorovatel. Druha
dotyc¢nica bude mat bod dotyku niekde inde. Uhol, o ktory sa slnko posunulo je presne uhol
zovrety uvazovanymi dotycnicami. Nakolko st ale dotycnice vzdy kolmé k polomeru v danom
bode, hladany uhol je zdroven uhlom zovretym medzi spojnicami stredu Zeme a tychto bodov
dotyku. Na vypocitanie tohto uhla vyuzijeme trojuholnik s vrcholmi v strede Zeme, druhom
bode dotyku a o¢ami pozorovatela (ked stoji). Uhol v druhom bode dotyku je zrejme pravy
(jedna strana trojuholnika, ktord z neho vychddza, je Cast doty¢nice v tomto bode a druhd
je polomer Zeme v tomto bode).
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Méme teda pravouhly trojuholnik a potrebujeme zistit velkost jedného z jeho ostatnych vn-
atornych uhlov. Kedze pozndme dizky stran, ktoré obklopuj hladany uhol, zide sa na to niek-
tord z goniometrickych funkcii. Strana medzi stredom Zeme a bodom dotyku (prilahld odvesna)
je rovnd polomeru Zeme R, strana medzi stredom Zeme a oami pozorovatela (prepona) je dlha
R+ h. Kosinus uhla medzi tymito stranami je rovny pomeru ich dizok, o znamena, 7e potrebny
uhol dostaneme pouzitim funckie arkuskosinus

p= arccos(R:;f_h> =72-10 *rad.

Vysledny Cas na stopkéch dostaneme ako t = £ = 9,9s.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha BE ... z extrému do extrému

Jakou délku | by méla valcova tyc¢ s polomérem rovnym Planckové délce l,, a objemem pozo-
rovatelného vesmiru? Uvazujeme staif vesmiru t = 13,8 - 10%let a pfedpokliddme, Ze vesmir
je plochy. Planckova délka se da vyjadrit pouze pomoci tii zakladnich fyzikalnich konstant —
gravitacni konstanty GG, redukované Planckovy konstanty h a rychlosti svétla c. Jako odpoved
uvedte log, (L Roba zajimalo, co kdyby...

Im)/"*

Najskor si vypocitame hodnotu Planckovej diiky. Zo zadania vidime, Ze pouzijeme rozmerovi
analyzu na uréenie koeficientov o, 8, v z rovnice I, = G*h?¢7, pri¢om vietky fyzikélne veli¢iny
z tejto rovnice maju zapis v jednotkach SI

[G] =m® kg 's77, [ =ms ",

A =Js=m>kgs™ ", [l,]=m.
Ked tieto vyjadrenia dosadime do rovnice pre [, tak mame vzfah
YL

ml :mSa kgfa .872a 'II12'8 .kgﬁsfﬁ .m” -s

Porovnanim zidkladov mocnin na pravej a Tavej strane rovnice dostédvame tri rovnice o troch
neznamych

1=3a+28+7,

0=—a + ﬂa

0=—-2a—-pF—7.
Z druhej rovnice mame, ze plati 8 = «, z tretej rovnice mame v = —3a a dosadenim do prvej
rovnice dostévame, ze a = %, dalej 8 = % a nésledne v = —%. Vyjadrenie Planckovej dlzky

splnuje rovnica

=G ond .3 =\ [ER 1616107 m.
C

Polomer pozorovatelného vesmiru je rovny R = tc a ¢iselne v metroch

R=1,3056-10%°m.
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Z rovnosti objemov dostaneme
4 3
S-l=—-nR",
3"

pricom S = nl2. Dizku teda findlne vyjadrime ako

_ 4R’ 4-.223-10%m° . 148
T3E T 3261 d0-0me O

Spravna odpoved teda je 148.

Robert Jurenka
robert. jurenka@fykos.cz

Uloha BF ... malé bouraci kladivo

Nachazime se na Jupiteru s povrchovym gravitacnim zrychlenim a = 24,8 m-s™“ a mame dvé
identicka kyvadla, ktera jsou schopna kmitat v jedné roviné a maji spolecny bod zavésu. Délka
tuhého nehmotného lanka jel = 5 m a kulicka z osmia na jeho konci ma prumér d = 5cm. Kazdé
kyvadlo nejprve vychylime o tihel § = 4° vici rovnovazné poloze a ndsledné je obé soucasné

2

pustime proti sobé.

Nyni uvazujme pouze jedno z kyvadel. Jakou rychlosti musi kulicka kyvadla narazit do pevné
svislé stény (kolmé na rovinu kmitdni, prochdzejici bodem upevnéni kyvadla a jeho rovnovdznou
polohou), aby na ni pii ndrazu piisobila stejnd sila jako pfi vyse zminéné srézce dvou kyvadel?
Vsechny srazky uvazujme jako dokonale pruzné.

Delion premyslel nad dopravnimi nehodami.

Pri rieseni budeme vychddzat zo zdkona zachovania celkovej energie, najprv budeme riesit
pripad zrazky dvoch kyvadiel. Tesne pred zrazkou maji kyvadld maximalnu rychlost vmax,
ktort ziskaju premenenim polohovej energie Ep, na kinetickii Fix. Polohova energia E}, jedného
kyvadla je

E, = mah,

kde m je hmotnost gulocky a h je vyska pociatocnej vychylky vzhladom na rovnovaznu po-
lohu kyvadla. Vzhladom na velkost gulocky k charakteristickym rozmerom tlohy ju moézeme
povazovat za hmotny bod umiestneny v jej strede. Vyska pociatocnej vychylky h teda bude

h= (l—&-g) (1 —cosb) .

Kineticka energia Fy gulocky je

Ey = imvz.

Dosadenim h do polohovej energie a poloZzenim rovnosti pre polohovi energiu a kinetickt
energiu dostadvame

ma (l + g) (1 —cosb) = %mv?nax,

vyjadrenim vmax dostaneme vztah pre rychlost gulocky tesne pred narazom

Umax = \/Qa <l+ g) (1 —cosb).

10
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Pri narazeni gulocky do steny je pripad vdaka rovinnej symetrii rovnaky ako v pripade zréz-
ky dvoch kyvadiel. Dosadenim ¢iselnych hodnét do posledného vztahu dostdvame vmax =
= 0,78m-s"*. Moment zotrvacnosti gul6¢ky na konci vldkna sme vzhladom k jej rozmerom
zanedbali.

Daniel Brosko

daniel.brosko@fykos.cz

Uloha BG ... hustota provozu na dalnici

Dano jede po dalnici a vidi, ze miji kamiony v protisméru castéji nez predjizdi ty v jeho sméru.
Rik4 si, jestli je to spravné a jestli neni v protisméru jen vétsi provoz. Jaky by mél byt pomér
poctu kamionti, které miji v protisméru, viuci tém, které predjizdi, pokud by v obou smérech
jezdil stejny pocet za jednotku c¢asu? Pro jednoduchost uvazujte, ze Dano jede autem rychlosti
v1 = 130km-h™! a vSechny kamiony jezdi rychlosti vo = 90km-h™'. Rozméry aut, kamioni
a ddlnice muzete zanedbat. Karel jel nékolik hodin po ddlnici a premyslel o tom.

Dano miji kamiony v protisméru rychlosti w1 = v1 + w2, protoze rychlosti protijedoucich vozidel
se sCitaji. Naopak, kamiony predjizdi rychlosti ws = v1 — v2. Pokud sledujeme dlouhou dobu,
tedy mnoho kamioni, respektive pokud ani nemdme zadané néjaké rozestupy, pak je ziejmé,
7e musime vyjit pfimo z téchto rychlosti. Cim rychleji se pohybuji kamiony véi autu s Danem,
tim vice jich potka za jistou casovou jednotku. Hledany pomér K je pfimo tmérny poméru
rychlosti, kterymi kamiony potkava. Muzeme tedy psat

1 V1 + v2 . 220 -

w
K=—= =— =255,
w2 V1 — V2 40

Pokud by byl provoz kamionu v obou smérech stejny, pak by mél Dano vidét protijedouci kami-
ony 5,5 krat Castéji nez ty, které bude predjizdét. Pokud jich ale uvidi napf. pouze ¢tyrnasony
pocet, da se usuzovat, ze provoz v protéjsim sméru je nizsi, i kdyz protijedoucich kamionu vida
vice.

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha BH ... husta miizka

Jedno z moznych usporadani atomi v krystalu je plosné centro-
vana kubicka mrizka. V takovém pripadé jsou atomy umistény
ve vrcholech a ve stredech stén dané krychle. Krystal je tvoren
periodickym usporadanim téchto krychli. Atomy povazujeme za
tuhé koule, které se tésné dotykaji. Jaka cast objemu krystalu
bude vyplnénd atomy? Danka se ucila krystalografii.

Ozna¢me si dizku hrany elementarnej bunky ako a. Prvé délezita
vec pri tomto vypocte je uvedomit si, aky je maximalny mozny
polomer r atému v mriezke. Pozrime sa na to, ako st atémy uspo-
riadané v stene kocky. V kazdom z vrcholov sa nachadza 1 atém
a dalsi atém lezi v strede steny. KedZe sa atémy tesne dotykaji, dizka stenovej uhlopriecky
je rovna stvorndsobku polomeru atému (2 polomery zo stredového atému a 1 polomer od kaz-
dého z dvoch atémov v protilahlych vrcholoch). Dizku stenovej uhlopriecky spoéitame z dizky
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strén tejto steny, to znamené ako preponu pravouhlého trojuholnika s odvesnami o dizke a.
V¥pocétom zistime, ze stenova uhlopriecka ma dlzku v/2a. Potom plati

\/§a:4r7

odkial dostaneme a

2v2°

Druhé zasadna vec, ktord si musime uvedomit, je aky objem zaberaju atomy spadajice do jednej
elementirnej bunky. Kazdy atém vo vrchole tejto pomyselnej kocky v krystali vlastne patri
do 6smich susediacich kociek. Teda iba é vrcholového atému patri do nasej elementarnej bunky.
KedZe kocka mé 8 vrcholov, tak celkovy objem vrcholovych atémov zodpoveda 8 - % =1 celému
atému. Podobne je to v pripade stenovych atémov. Kazdy atém v strede steny prislicha dvom
elementdrnym bunkam, teda na jednu kocku pripad4 iba % kazdého stenového atému. Kocka
ma 6 stien, takze celkovy objem stenovych atémov v jednej elementarnej bunke je potom rovny
6-% = 3 celym atémom. V jednej elementarnej bunke je teda zaplneny priestor o objeme Styroch
celych atomov. Napokon spocitajme pomer p celkového objemu atémov v elementarnej bunke
k objemu samotnej bunky (kocky)

4%1‘:7"3
p=—5.
a3
Vyjadrime r pomocou a a po vykrateni dostaneme
T

NG

Koeficient zaplnenia plo$nej centrovanej kubickej (FCC) mriezky je teda 74 %.

=71%.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha CA ... arachnofobie

Jarda ze své postele pozoruje pavouka, jak nad nim visi na svém vlakné, a 1ika si, ze je dobre,
Ze pavouci nejsou vétsi. Pak jej ale napadlo, ze by pavouk moznd moc vétsi byt nemohl. Jestlize
pavouci vlakno udrzi k-nasobek pavoukovy hmotnosti, maximalné kolikrat by se pavouk a vlak-
no mohli pri zachovani svych proporci zvétsit, aby se vidkno nepretrhlo?

Jarda se koukal na hororovy film.

Informace o tom, co udrzi pavouci vldkno, ndm tikd, jaké maximélni mechanické pnuti vlakno
vydrzi. To zavisi na sile pusobici na vldkno a na obsahu jeho prufezu. Hmotnost pavouka se
pfi c-ndsobném zvétseni zvétsi ¢®-krat, zatimco prifez vldkna jen ¢®-krat, sila se tedy zvétsi
amérné. Mez pevnosti vlakna je kmg, takze z nutné podminky pro nepretrzeni vlakna

3 2
c’mg < c“kmg,
vidime, Ze cmax = k.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha CB ... osmiéas rozpadu

Za jakou dobu se rozpadne jedna osmina radioaktivnich ¢dstic, vime-li, Zze polovina castic se
rozpadne za cas T'? Karel chtél nachytat naivni resitele.

Vime, ze rozpadovy zakon lze popsat vztahem

v (1)’

kde N(t) je podet nerozpadlych ¢astic v éase ¢ a Ny je jejich puvodni celkovy pocet. Rovnici

muzeme prepsat do tvaru
t

N(t) _ (1)? 7

No 2
kde mame vyjadieny pomeér aktualniho poctu c¢éstic k pivodnimu. Ted si zbyva uvédomit, ze
hleddme ¢as, kdy ndm zbyva 1 — % = % = 87,5 % castic, tedy
1 7 7 InZ

(,ﬁ_, = Ly lon? oo o Msrsgaosr
2) T8 T2 7"y T it T

2
Jedna osmina atomu se rozpadne za 0,193 ndsobek poloc¢asu rozpadu. Tedy o néco rychleji,
nez by mohl byt ,rychly neuvdzeny odhad,“ ze ptjde o ¢tvrtinu polocasu rozpadu. Ze zacatku
mame totiz nejvice nepfeménénych castic a ¢im vice ¢astic mame, tim cCastéji dojde k preméné.
Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha CC ... pozor, cyklista

Auto se po rovné silnici blizi ke krizovatce rychlosti v =
= 50km-h~!. Na ni by mélo dét piednost vozidlim jedoucim
po druhé rovné silnici, ktera tu prvni pretind zleva pod thlem

>~

~
a = 60°. Ridi¢i prekdzi ve vyhledu levy sloupek predni karoserie, g
ktery blokuje pohled pod thlem 8 = 25° od sméru jizdy. Jakou /}
rychlosti u se musi do kfizovatky blizit cyklista, aby se mohl sra- = -2
zit s autem, aniz by ho ridi¢ vidél? Dodo moc nejezdi na kole.

Ak sa maju cyklista a auto zrazit v krizovatke, v kazdom case
musi byt od krizovatky auto vzdialené vt a cyklista ut, kde ¢ je cas
zostavajuci do zrazky. Aby vodi¢ cyklistu nevidel, musia pozicie
cyklistu C, auta A a krizovatky K tvorit trojuholnik s uhlami 8 oproti strane CK, « oproti
strane AC ay = n—a— 3 = 95° oproti strane AK. Zo znalosti uhlov a dizky strany AK mozeme
pomocou sinusovej vety vyjadrit stranu KC ako

S

0| = 1Ak 222
sin 7y
z ¢oho pre rychlost cyklistu plati
sinf sin 8

= =2lkmh ™",
Usin7 Usin(a +08) m

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha CD ... zanedbame Saturn

Organizatori FYKOSu planuji laserem vyparfit Saturn a ndsledné jeho prstence homogenizovat
do obruce s polomérem r a délkovou hustotou 7. Jaka gravitacni sila by na nds ptisobila ve stredu
obruce? Uvazujte, zZe organizatori byli peclivi a odlaserovali i Saturnovy meésice. Vlivy okolnich
planet zanedbejte. Motivy organizatori nezpochybiiujte. Pepa chee byt vyhozen z FYKOSu.

Pro zacatek uvedme, ze se dé intuitivné ocekdvat, ze hledand sila bude nulova — gravitacni
Géinky zptisobené protilehlymi elementy obruée se totiz navzéjem vyrusi. Ze je toto pozorovani
spravné, si mtizeme ovérit nasledujicim vypoctem.

Predstavme si situaci v roviné obruce. Zavedeme si polarni souradnice s pocatkem v jejim
stfedu. Polohu libovolného nekonec¢né malého tiseku obruce o délce dl 1ze pak popsat vzdalenosti
od stredu r a thlem . Jeho polohu muzeme vyjadrit pomoci polohového vektoru

dr = (rcos,rsiny) .

Hmotnost dilku uré¢ime pomoci délkové hustoty jako dm = 7dl, coz muzeme zapsat také jako
dm = 7r dp. Nekonecné maly , kousek* prispivé k celkové sile piisobici na hmotny bod o hmot-
nosti M v jejim stfedu dilkem dF. Ten si muzeme vyjadrit pomoci Newtonova gravitaéniho
zékona jako

M dm dr

2

dF =G

T T

Vyslednou silu ziskdme sec¢tenim jednotlivych prispévki od vsech ,,dilka“ obruce. Nesmime vsak
zapomenout, ze sc¢itdme vektorove, integral si proto rozdélime na dvé slozky

M 2n
/ de:GQT/ cospdp =0,
obruc r 0

Mr [*T
/ dFy:G2T/ sinpdp =0.
) r
obruc 0

Prispévky od jednotlivych ,,dilka“ obruce se tedy vskutku vyrusi, takze vyslednd sila ptiso-
bici ve sttedu obruce je nulova.

Josef Trojan
josef.trojan@fykos.cz

Uloha CE ... ohfev syntetického vzduchu

Meéjme dokonale izolovanou vakuovou celu o rozmérech a = 5cm, b = ¢ = 4 cm. Do ni napustime
dusik a kyslik o teploté 20 °C v moldrnim poméru 85 ke 15 tak, aby tlak v cele byl 100 mbar,
a nésledné ji za¢neme ohifvat. Teplota smési plynt v ni bude rist rychlosti 0,8 °C-s~*. Jaky
je prikon privedeny do cely, je-li uc¢innost ohrivani plynu 68 %? Mérna tepelna kapacita pri
stalém objemu je ex, = 743 Jkg™'-K ™! pro dusik a co, = 658 J-kg™"-K~! pro kyslik. Moldrni
hmotnost dusiku je rovna M, = 28 g-mol™! a pro kyslik Mo, =32 g-mol 1.

Danka se ucila o operando metoddch.

Pre teplo @ prijaté telesom moézeme napisat kalorimetrickt rovnicu v tvare

Q = mcAT,
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kde m je hmotnost telesa, ¢ je jeho mernd tepelnd kapacita a AT je zmena teploty telesa
v dosledku prijatia tepla. Podobne mo6zeme napisat aj rovnicu pre danti zmes plynov

dQ = (17’LN2CN2 + mo2002) daT,

kde dQ@ je infinitezimalne mnozstvo tepla dodané zmesi a d7" infinitezimalne zvysenie teploty
plynov. Teplo dodané zmesi stvisi s prikonom P privedenym do cely ako dQ = nP dt, kde 7 je
Gcinnost ohrievania plynu.

Hmotnost plynov v cele zistime pomocou stavovej rovnice idealneho plynu

pV =nRT,

kde p je tlak plynu, V jeho objem, n latkové mnozstvo, R moldrna plynova konstanta a T
teplota plynu. Vyjadrime si latkové mnozstvo

n= PV
RTy’

ktoré je pocas celého procesu konstantné, a preto mdzeme pri jeho vypocte vychadzat z poci-
atoénych hodnot veli¢in. Tato rovnica plati pre kazdy plyn osobitne. Objem oboch plynov je
rovny objemu cely, teda V = abc. Parcidlne tlaky dusika a kyslika vieme spocditat z celkového
tlaku, pretoze podla Daltonovho zdkona parcidlnych tlakov je celkovy tlak zmesi plynov rovny
suctu parcidlnych tlakov jednotlivych zloziek. Zaroven pomer parcidlnych tlakov jednotlivych
plynov je rovny ich molarnemu pomeru. Z toho vyplyva, ze pociatoény parcidlny tlak dusi-
ka v cele je pn, = 85mbar a kyslika po, = 15mbar. Litkové mnozstvo mdzeme jednoducho
prepocitat na hmotnost plynu pomocou vztahu

m=nM,

kde M je moldrna hmotnost plynu. Ak skombinujeme vztahy pre hmotnost, latkové mnozstvo,
prikon a kalorimetrickt rovnicu, pre zmes plynov dostaneme

1%
nPdt = == (pN2MN2CN2 +pO2MOQCO2) ar,

RTy
abc dT
- RTon (pNzMN2CN2 +p02M02002) dt

Vyraz % je rychlost zmeny teploty zmesi, ktorej hodnotu vieme zo zadania. Zostava nam
dosadit ¢selné hodnoty do vzorca a dostdvame P = 8,05 - 1072 W. Do cely je teda privedeny
prikon P = 8,05 mW.

K podobnému vysledku sa vieme dopracovat aj teoretickou cestou — z modelu idedlneho
plynu. Nakolko nie je na systém konand ziadna praca (teda nemenf sa jeho objem a nedochddza
ani k chemickej reakcii), 1. termodynamicky zdkon nadobuda tvar

dU = dQ,
kde U je vnutorna energia, ktord méa v pripade dvojatémového plynu tvar U = gnRT. Preto
mozeme vyssie uvedeny vztah nP dt = dQ upravit ako

dU 5 dT 5poV dT
~w 2P ETrn @

2"V T2 T dt
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Takymto postupom obdrzime hodnotu P = 8,03mW. Odlisny vysledok je tak zapri¢ineny
rozdielom medzi teoreticky a experimentalne urcenou hodnotou mernej tepelnej kapacity. Jej
hodnotu v nasom mikroskopickom modeli plynu vieme urcit porovnanim

edT 5 pdT
dt 27 dt’
z ¢oho plynie
c—2nft_S5R
S 2m 2M°

Oproti zadanym hodnotdm tak obdrzime cn, = 742 J-kg=!. K~ pre dusik a co, = 650 Jkg L.K™?
pre kyslik.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha CF ... kuli¢ka skiée z okna

Kulicka o hmotnosti 1,2kg se pfipoutala k pruznému lanu o tuhosti 6 N-m~! a klidové délce
lo = 8m. Lano je druhym koncem pripojeno k podlozZce, ze které kulicka vyskoci doli. Lano se
pri padu kulicky odmotava a zacne se natahovat, pravé kdyz je kulicka o lp nize nez puvodné.
Kulicce by se nechtélo udélat nevolno, tak by ji zajimalo, s jakym nejvétsim zrychlenim se bude
béhem své cesty pohybovat? Vysledek udejte jako nasobek g.

Tohle Jarda na kolejich zkouset nebude.

Pti pddu dola, nez se celé lano odmota a narovnd, se kulicka pohybuje se zrychlenim g. Jakmile
se lano natahne, za¢ne se pohybovat jako na harmonickém oscildtoru. Pro harmonicky oscilator
je zrychleni nejvétsi v amplitudé vychylky. V tomto bodé je rychlost nulovd, takze maximalni
prodlouzeni lana najdeme pomoci zdkona zachovani energie ve tvaru

1
mg (lo +y) = Sky”
kde m a k jsou hmotnost kulicky a tuhost lana. Leva strana predstavuje tbytek potencidlni

energie, prava strana je prirustek energie pruznosti a y zna¢i maximalni prodlouzeni. Z této
kvadratické rovnice vyjadiime y jako

_ mg £ /m?g® + 2mglok
k )

pricemz hleddme kladny koren. Velikost celkové sily pusobici na kulicku v nejspodnéjsim bodé

tak je
F = ky — mg = \/m?2g2 + 2mglok

il B [ 20k
m m

Pretizeni ziskdme jako podil vysledného zrychleni a tthového zrychleni, tudiz

a zrychleni je
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Maximalni pretizeni kulicky bude 3-ndsobek tithového zrychleni.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha CG ... pfisavajici se termoska

Legolas si vsiml, ze kdyz do termosky pii vyplachovani napusti studenou vodu, prikryje otvor
rukou a zatrese, vznikne vevnitr podtlak, ktery je nékdy tak velky, Ze mu na ruce termoska
ziistane viset. Predpoklddd, ze tomu tak je, protoze vzduch v termosce byl piivodné teply
od ¢&aje, ktery tam mél predtim, a studend voda jej pak rychle ochladila. Rekl si tedy, Ze musi
na toto téma vymyslet tilohu.

Predpokladejme, Ze objem vzduchu v termosce je V. = 500m/, otvor na jejim vrchu m4
priifez S = 13 cm?, hmotnost vody a termosky je dohromady m = 0,35kg a teplota vzduchu se
pri vypldchnut{ ustdli na T. = 20°C. Jakd (minimdlné) musela byt piivodni teplota vzduchu,
aby vznikly podtlak udrzel termosku na Legové ruce? True story.

Pred zakrytim otvoru sa v termoske nachadzal vzuch o teplote T}, a atmosférickom tlaku pn =
= pa. Cely proces je izochoricky — objem systému sa nemeni,a preto po ochladeni vzduchu
na teplotu T, = 293,15 K bude rovnovazny tlak pc = prT./Th. Velkost sily, ktord tlaci termosku
oproti ruke, odpoveda siacinu prierezu otvoru a rozdielu tlakov

e TN o Th-T
F—SAp—Spc(l Th)—SpciTh .

Proti tejto sile posobi sila tiazova, a preto z ich rovnovahy dostdvame podmienku pre minimalnu
pociatoénu teplotu ako
T —Te Spc

mg=Spc—— = Th="1Tc

——C 301K =28°C.
Th Spe —mg

To je relativne nizka teplota na to, Ze vzduch ju ziskal vymenou s ¢ajom. Vzhladom na vypoci-
tani teplotu by sa termoska mohla Legolasovi na ruku prisavat bezne, ¢o sa vsak podla neho
nedeje. Bude to pravdepodobne spésobené zanedbaniami, ktoré sme pocas vypoctu urobili —
v realite sa vzduch za¢ne ochladzovat uz pri napuastani vody.

Taktiez Legolasova ruka netesni dokonale, a ¢ast vzduchu teda vojde do termosky aj po jej
sutesneni®. Dalsf z faktorov je, ze Legolas nem4 dokonale tuhii ruku a jej pritla¢enim dovnttra
sa zmensi objem, zvysi tlak a tym padom zmensi podtlak.

Experimentalne zaloZzenym riesitelom na zaver Legolas odkazuje, ze za termosky rozbité
v désledku tejto tlohy nepreberd zodpovednost!

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha CH ... Robo kop!

Robo se nachdzi ve vzdalenosti L = 2022 cm od fotbalové branky a kope na ni mic¢ o pocatecni
rychlosti vo = 15m-s~"' pod tihlem o = 45°. Timto zpiisobem Robo trefil bfevno a k jeho
prekvapeni se mi¢ odrazil presné smérem vzhiiru. Jakd je maximdlni vyska nad zemi, které mic¢
po odrazu od brevna dosahne, ztratil-li pri odrazu 10 % své rychlosti?

Robo rdd trefuje konstrukci fotbalové branky.

Pouzivame pohybové rovnice Ssikmého vrhu nahor
z(t) = vot cos a, vz (t) = vocosa,

1
y(t) = votsina — §gt2 , vy(t) =wvosina — gt,

v=+/v2+0vi.

kde z(t) a y(t) st okamzité stradnice lopty v Case t, vz () a vy(¢) st zlozky rychlosti v. V ho-
rizontalnej vzdialenosti x(t) = L sa lopta bude nachddzat v ase t; = Toeesa @ jej vyska nad
zemou bude rovnaké ako vyska branky y(t1) = ho. Vysku branky si vieme vypodéitat dosadenim
Casu t1 do druhej pohybovej rovnice Sikmého vrhu a dostdvame hodnotu

L 1 L 2 L?
ho = vo———sina — =g (7> :Ltga—zgi.
Vo COS (¢ 27 \ g cos o 2v§ cos? a

Teraz sa pozrime na rychlost, ktord bude mat lopta po odraze. Oznac¢me si faktor rychlosti,
ktora zostane zachovand, ako v = 0,9. Nésledne teda plati

. gL 2 gL?
vg—'yvl—'y\/v(%COSQa—i—('Uosma—vocosa> =7 vg—Zg(Ltga—QngOSQQ ,

kde vy je rychlost lopty pred odrazom a vs je rychlost lopty po odraze. Dalej nis$ problém
vieme riesit pomocou zakona zachovania energie. Jednu situdciu berieme infinitezimélne kratko
po odraze lopty od brvna, a druhi v najvyssom bode, ktory lopta dosiahne a jej rychlost je
vtedy nulové. Zapiseme to pomocou rovnic ako

1 2
5771’!}% + mgho = mghmax = hmax = ho + ;—2 .
g

Dosadenim za ho a v1 z rovnic vyssie, a vhodnymi tpravami dostaneme

L2 2 L2
hmax:Ltga_g“FPY(US_QQ(Lthé—g R

20¢cos2a  2g 202 cos? a
L? 5
hmax:(l_'YQ) (Ltga—gcx>+’y2%—9,74m

202 cos? 2g

Robert Jurenka
robert. jurenka@fykos.cz
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Uloha DA ... waterboarding Zelezné koule

Legolas vzal své akvarium, naplnil ho vodou (ale ne diplné po okraj, aby ho zbytecné neprelil)
a polozil ho na vahu. Nemél ale rybky, tak si rekl, Ze tam nechd plavat svou oblibenou zeleznou
kouli. Ta by sama o sobé samozrejmé hned klesla na dno, proto ji zavésil na silomeér.

Kdyz koule plavala pod vodou (nedotykala se dna ani neplovala na hladiné), silomér ukazoval
hodnotu AF = 10N. Pritom si vsak Lego vsiml, Ze vaha najednou ukazuje vice nez pred
ponorenim Zelezné koule.

O jakou hodnotu se cislo na vaze zvysilo po jejim ponoreni? Hustota zeleza je pre =
= 7874 kg-m~3. Pfesné rozméry své zelezné koule Lego nezna. Zbyva dodat, Ze z akvaria nevy-
tekla zadnd voda a vaha ukazuje v kilogramech. Legolas si pujcil...

Prvym a najdoélezitejsim uvedomenim si v tejto tlohe je, Zze 3. Newtonov zdkon plati vzdy. Ak
teda voda nadlahcuje zelezna gulu istou vztlakovou silou, tato gula tlaci na vodu tak, ze vyslednd
sila m& rovnaku velkost ako tato vztlakova sila a tla¢i smerom dole. Rozdiel v hodnotéach, ktoré
vaha zobrazuje teda zodpoveda vztlakovej sile pésobiacej na zelezni gulu.

Nakolko rozdiel v sildch vaha prepocitava na hmotnost, mézeme povedat, ze hodnota na vihe
narastie o hmotnost vytlacenej vody. Jediné, ¢o potrebujeme spocitat je objem zeleznej gule.
Vieme, ze ked je celd ponorend, silomer musi vyrovnavat rozdiel medzi tiazovou a vztlakovou
silou posobenim sily velkosti AF'. To ndm poskytuje rovnost

AF
g (pFe - pvoda) '

Aby sme ziskali hmotnost vytlacenej vody, o ktord bude vadha ukazovat viac, staci, ked tento
objem vynasobime hustotou vody

AF = Fg — sz = VpFeg - vaodag = V=

voda F .
Am = —Proda  AF o0y
PFe — Pvoda g

Ak teda vaha ukazuje v kilogramoch, hodnota na nej sa zvysila o 0,15.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha DB ... odporny volant

Na vodivé kruznici, kterd je vyrobena z materialu s délkovym mérnym odporem )\, vybereme
dva libovolné body. Jaky stredovy tihel musi mezi témito body byt, aby odpor mezi nimi byl
poloviéni ve srovnani s maximalnim moznym, ktery Ize pri jiné volbé bodi namérit? Jako
odpovéd uvedte hodnotu mensi nez n. Jardu napadaji ilohy za volantem.
Na kruznici zvolime jeden bod a hleddme druhy, ktery je od prvniho vzdélen o tihel ¢ (resp. 2n—p).

Odpor mezi témito body odpovidd paralelnimu zapojeni dvou rezistortt o odporech pAr a (21 — @) Ar,
kde r je polomér kruznice. Celkovy odpor je tedy

_Cr—p)ed?r®  2r—p) el
R(e) = 2nAr - 2n '

Jmenovatel na ¢ nezavisi, pro zjisténi maximélniho odporu proto staci derivovat citatele

d
@(211—(,0)@:27:—290.
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Polozime tuto rovnici rovnu nule a zjistime, Ze thel, pro ktery je odpor maximalni (kvili zdporné
druhé derivaci), je ¢Ymax = n. Vzhledem k symetrii problému toto zjisténi neni viibec prekvapivé.
Maximalni odpor tak muze byt

2r—n)mAr  wAr

Rmax - 5. = —& -

2n 2

Chceme nalézt tihel ¢, pro ktery R(y) = %. Tedy fesime rovnici

A _ (2n— ) ohr

4 2n
Upravime ji na tvar
2@2—4mp+n2 =0.
Jejim Tesenim je

o 4n 4 /1672 — 812 2:&\/51_[
12: pr— .
’ 4 2

Obé feseni jsou spravnd, protoze jejich soucet je 2n. V zadéani se ale ptdme na mensi z obou
thl, hledanou odpovédi je tudiz Q_T\En = 0,92 rad.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha DC ... proud metra

Souprava metra typu M1 je D = 96,66 m dlouhd, w = 2,72m Siroka a jeji hmotnost je M =
= 133 tun. Kapacita ¢inf N = 1464 cestujicich, maximalni rychlost je vmax = 90km-h™! a zrych-
leni a = 1,4m-s~2. Pokud bychom uvazovali, Ze se celou dobu, od nulové po maximélni rychlost,
rozjizdi s konstantnim zrychlenim, jaky maximalni proud by potrebovala souprava odebirat
z kolejnice?
Uvazujte plné naplnénou soupravu s lidmi o primérné hmotnosti m = 85 kg vcetné obleceni
a zavazadel. Napéti v kolejnicich je U = 750 V. Zanedbejte odporové sily, iicinnost motoru berte
jako 80 %. Souprava jede po roviné.
Karel se zamyslel nad vgkonem metra.

K vysledku se dostaneme pomoci vykonu dané soupravy. Vykon motoru je n = 80 % piikonu.
Plati tak P = nUI. Timto vykonem je souprava urychlovina a jeho okamzitd hodnota je

P = Fv= Mytav = (M +mN)av,

kde F je okamzita velikost sily ve sméru vlaku, v je jeho rychlost, a je okamzité (ale i konstant-
ni) zrychleni a Mot je celkovd hmotnost vlaku i s cestujicimi. Protoze hmotnost a zrychleni
povazujeme za konstantni, pak nejvyssi vykon nastdva tésné pred dosazenim maximélni rych-
se soupravou zKkusit jet a zjistit, jakého zrychleni dokdze dosdhnout pri jaké rychlosti. Déle ale
budeme psat prosté vmax misto v.

Nyni jiz staci dat predchozi vztahy dohromady a porovnat je

(M + mN) avmax

P=qUI=(M+mN)avmes = I=
n (M +mN)av i

=15000A = 15,0kA .
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Pokud by souprava zrychlovala dle predpokladu, pak by méla maximélni odbér elektrického
proudu pravé tésné pred dosazenim maximalni rychlosti. Jeho velikost by byla 15,0 kA.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha DD ... zabava na pfednaSce

Jarda se ztratil na prednasce, a tak si zacal hrat se svou propiskou, kterda ma klidovou délku lg.
Postavil ji kolmo vzhiiru na rovnou lavici a stlacil ji o Al < lp. Poté ji pustil, pruzinka uvnitr
se natahla, propiska vyskocila kolmo vzhiiru a jeji hrot dosahnul vysky h. Jarda se takto chvili

bavil, ale pak ho to zacalo nudit.
Propisku rozmontoval, pruzinku vytahnul a zbytek pera na ni povésil. Jaka byla frekvence
kmita propisky na pruzince? Hmotnost pruzinky je mnohem mensi nez hmotnost zbytku pera.
Jarda se boji, aby si tu situaci s perem néekdo nepredstavil nevhodné...

Energie pruznosti

1 2

—k (Al

Sk (A
se pfemén{ na zvySeni potencidlni energie o mg (h — lo), kde k je tuhost pruziny a m je hmotnost
pera. Zakon zachovani energie pak muzeme také psat jako

kJ o Zg(hflo)

m (A1)

Vztah pro frekvenci harmonického oscildtoru s parametry k& a m je

1 k
fzzn\/;

Dosadime-li tedy za zlomek v odmocniné, dostaneme

1 29 (h—lo)

F=9 Al

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha DE ... horké plotny

Danka si ohrivala vodu na dvou plotnach zarover. Prumér velké plotny je d, = 19 cm, zatimco
malé dy, = 15cm. Na vétsi plotné se ve velkém hrnci o hmotnosti my = 1kg ohrivaji V, = 24
vody. Na malé se v mensim hrnci o hmotnosti my, = 0,5kg ohriva Vi, = 1¢ vody. Oba hrnce
jsou vyrobeny z materidlu o mérné tepelné kapacité ¢ = 450 J-kg~*- K1, Predpoklidejte, Ze
prikon P = 8 kW privedeny do dvouplotnového varice se rozdéli mezi plotny imérné k velikosti
jejich ploch. Uéinnost kazdé plotny je n = 80%. Déle uvazujte, Ze vSechno teplo vyddvané
plotnou prebira prislusny hrnec a voda v ném a z nich pak uz nikam neunika. Jaka bude c¢asova
prodleva mezi dosazenim varu v malém a ve velkém hrnci? Na zacatku maji voda i hrnce
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pokojovou teplotu To = 20 °C.
Danka experimentdlné overovala fungovdni své kolejni dvouplotynky.

Pre mnozstvo tepla dodaného platniou ¢ za cas t; do prislusného hrnca s vodou, ktory je na nej
polozeny, plati
Pit; = Qi = (mic+ Vipey) (Th — To)

kde t; je Gas potrebny na zovretie vody v hrnci i, p = 998kg-m~3 je hustota vody, ¢, =
= 4184Jkg 'K~ je jej mernd tepelnd kapacita a Ty = 100°C je teplota varu vody. Zo
zadania pre uzito¢ny vykon platne ¢ plati
Si
P, =Pnp——r.
CT S T S

2
Pritom S; = n%i je plocha platne 7. Z prvej rovnice vyjadrime ¢as ohrievania vody, a potom spo-
Citame rozdiel At = t, — tm. Dosadenim vsetkych vyjadreni a prislusnymi tipravami dostaneme
rovnicu v tvare

T —Typ dz, d2
= Tn [(mchr Vepey) (1 + d?,) — (Mmc + Vmpey) <1 + d?n)] .

Po dosadeni ¢iselnych hodnét zistime, ze At = 35s. Voda vo velkom hrnci teda zovrie o 35s
neskor ako v mensom.

At

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha DF ... rychlé &astice

Z kosmu k ndm prilétaji velmi rychlé édstice se stredni dobou Zivota to = 1,3-10"%s. V balénu
ve vySce h = 2km nad povrchem jich detektor za néjaky cas nameéri N1 = 1100, dole na zemi
je to za stejnou dobu méreni No = 170. Jakd je rychlost téchto castic? Vysledek uvedte jako
nasobek rychlosti svétla c. Danka vzpominala na kurz STR.

Ak sa Castica pohybuje relativistickou rychlostou (blizkou rychlosti svetla), dochddza k dilatécii
Casu, ¢o znamena, ze pozorovatel v pokoji nameria dlhsiu dobu zivota Castice t ako je ta, ktora
vnima Castica (vlastnd doba zZivota to). Teda plati

=to7,

kde
1

7:7’
v2
VA=

je gama faktor pouzivany v relativite. Konstanta ¢ oznacuje rychlost svetla a v je rychlost
pohybu castice voci pozorovatelovi v pokoji.
Castice sa teda rozpadaju pomalsie, nez keby boli v pokoji. NapiSeme si rozpadovy zakon
T __h
N2 = Nle_T = N1e vty s
v ktorom sme pismenom 7 = % oznacili Cas, za aky doleti castica z vysky balénu k zemi. Polcas
rozpadu je predizeny faktorom ~.

22


mailto:daniela@fykos.cz

Fyziklani 2022 16. roc¢nik 11. Ynora 2022

Spojenim tychto rovnic dostaneme

Nésledne tipravami vyjadrime pomer 7 ako

=0,94.

v 1
c cto\21.2( N
ARCORCY
Castice teda leteli 0,94 ndsobkom rychlosti svetla.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha DG ... kuli¢ka pada z okna

Malé kulicka o hmotnosti 50 g se nabila ndbojem 50 mC a skocila do tizkého svislého tunelu
vysokého h = 50 dm, na jehoz spodnim konci je uprostied vodorovné upevnéna kruznice o po-
loméru 50 cm nabita délkovou hustotou naboje \. Jakd nejmensi mize byt tato hustota naboje,
Jjestlize si kulicka preje, aby se nedostala nize nez pod vysku % nad kruznici?

Jarda byl v kiné na nového Bonda.

Nejdfive spoc¢itame elektrostaticky potencial zpusobeny nabitou kruznici. Oznac¢me z vzdéalenost
kulicky od stfedu kruznice. Pak se vSechny nabité body na kruznici s polomérem R nachézeji ve
stejné vzdélenosti v R? + x2 od kulicky. Potencidlni elektrostatickd energie kulicky s ndbojem
Q tak je

2tARQ
dneoVRZ + 42

Pfi ndbojich @ a A stejného znaménka pusobi sila vzhiru, ma tedy smér kladného rustu x.
Derivace potencidlu je zaporna, ale sila mé opacné znaménko nez gradient potencidlni energie,
proto bude opét kladnd. Potencidlni energie kulicky zptisobend tihovym polem je jednoduse

Ee =

Ey, =mgz,

kde m je hmotnost kulicky. V bodé & = h je jeji kineticka energie nulova. Dle zadani mame najit
dalsi takovy bod, ozna¢me jeho vzdalenost od stfedu zo = h/5. Celkova energie se zachovava,
takze

ARQ ARQ
Fe+Ep+EBy=—"—/—"—+mgh=—————— 4+ mgxo.
P 2¢0V/R? + h? 2¢0+/R? + 22
7 rovnice vyjadrime A jako
\ = 2eomg (h — o) _ 8eomgh —20. 10-° Comn—t

1 1 1 1
RQ (\/R2+zg a \/R2+h2) SRQ <\/R2+(’51)2 B \/R2+h2>

Pokud by @ a A mély opacné znaménko, piisobila by mezi nimi pritazliva sila. Tedy pokud by
kulicka byla nad kruznici, pritahovala by ji dolu tihova i elektricka sila, proto by nad kruznici
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zastavit nemohla (je mozné, Ze by se zastavila pod ni). Proto obé dvé ndbojové veli¢iny musi
mit stejné znaménko. Hleddme tedy kladnou hodnotu .

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha DH ... utok na vlak

Jeden uli¢nik se rozhodl, Ze zaittoc¢i na jedouci vlak. Stoupnul si pred néj na kolej a hodil proti
nému hopik s vodorovnou rychlosti uw = 13m-s~*. V tu chvili se vlak nachézel ve vzdélenosti
d = 17m od néj a priblizoval se stalou rychlosti. Hopik se od vlaku pruzné odrazil a doletél
k uli¢nikovi po ¢ase T' = 1,5s od vyhozeni. Prekvapeny pachatel pochopil, Ze iitok se nezdaril
a je na case zmizet. Jaky mu nyni zbyva cas na uték, nez jeho aktualni pozici projede vlak?
Jarda by byl rdd, aby vlaky do Prahy jezdily rychleji.

Oznacme ¢as t1 od vyhozeni do narazu hopiku do vlaku a t2 ¢as od narazu do navratu hopiku
k uli¢nikovi. Pak zrejmé
T =ty +1t>.

Za cas t1 urazi hopik a vlak dohromady vzdalenost d, tedy plati
d = uty + vty ,

kde v je rychlost vlaku. V soustavé pohybujici se rychlosti v spolu s vlakem vlak stoji a pri
srazce do néj hopik narazi rychlosti u + v. Protoze srazka je dokonale pruznd, stejnou rychlosti
se v této soustavé odrazi zpét. Prechodem zpét do soustavy spojené se zemi ziskdme rychlost
hopiku po odrazu jako soucet rychlosti soustavy spojené s vlakem a rychlosti hopiku v této
soustave, tedy

ur=v+ut+v=u+2v.

Touto rychlosti leti cas t2 a mezi srazkou a ulicnikem je vzdéalenost d — vti. Takze mame tieti
rovnici
d—vt1 = (u+20v)t2.

Tuto rovnici upravime na tvar
d= (u—|—v)t2—|—v(t1 —|—t2) N
kam dosadime z obou dalsich rovnic

d:dt—2+vT.
t1

Dosazenim do treti rovnice za d najdeme pomér t; a ta, ktery vlozime do predeslého vzahu.
Ziskavame

U d u
d=d T =—_——.
wr2 TR T VT T
Cas, na ktery se ptd zadani, je
d—oT T2
o ET0 Y _90s.

v 2d —Tu

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha EA ... pokaZeny reostat

Vojta nasel doma dvé LED diody — cCervenou a zelenou. Zjistil, ze pouhym okem pozna, Ze
cervena sviti, protéka-li ji proud o velikosti alesponi I; = 10 mA, zatimco proud v zelené musi
byt vétsi nez Io = 20mA. Tyto LED diody zapojoval do série s linedrnim reostatem o odporu
v rozmezi R1 = 1002 az Ry = 400 ) v obvodu se zdrojem napéti o velikosti U = 5,0 V. Jednou
se mu ale ulomil jezdec reostatu a zasekl se v nahodné pozici. Zkusil tedy zapojit cervenou LED
diodu a zjistil, ze sviti. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude svitit i zelenda LED dioda, zapojime-li
Jji misto cervené? Obé LED diody maji stejné pracovni napéti U, = 1,7V.

Vojta si hrdl s vdnocnimsi svetylky.

Nejprve musime urcit proud protékajici LED diodou pro obecnou hodnotu odporu reostatu R.
Ziejmé bude platit

U=Up+IR = I= % .
Pri vypoctu podminéné pravdépodobnosti vyuzijeme vztahu
P(I > I,)
PI>DL|I>LH)= ="~
(I = |l = I) PU=1)’

ktery vyjadfuje hledanou pravdépodobnost v zavislosti na pravdépodobnostech, ze bude proud
vétsi nez jednotlivé diléi proudy. Upravme nyni zkoumany vyraz P(I > I;)

P(IZIJ:P(% ZIi) :P(Rg %) .

Pravdépodobnost, Zze bude odpor R vétsi nez hodnota U;_U", pak jiz uréime snadno,

b

U—-U,
U—Up)_ B U—-U, - R
I; Ro—Ri  (Re—R1IL

P(Rg

Déame-li vSe dohromady, dostaneme

U-Up—R1l2

_ ®e-rRohk _ I L -1 -
(R2—R1)I1 P

Zjistili jsme, ze obecné feseni nezavisi na Ra, nebot jakousi informaci o maximalnim odporu
mame jiz obsaZenou ve faktu, Ze se ndm podarilo rozsvitit ¢ervenou LED diodu.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha EB ... rozmazané spektrum rotaci

Ve spektru hvézdy nikdy nemiizeme pozorovat tak ostré spektralni cary, jako kdyz si ty sa-
mé oblasti spektra vytvorime v laboratori. Jednim z divodi je rotace hvézd. Na jakou sitku
(vyjédrete ji jako rozdil krajnich vinovych délek A)X) se timto efektem rozsiti spektrdlni ¢dra
o puvodni frekvenci fy? Hvézdu povazujeme za kouli o poloméru R, kterd na rovniku rotuje
s thlovou rychlosti w. Uvazujeme, ze ostatni parametry jsou konstantni a cdra byla ptuvodné
ostra. Karel md rdad astrofyziku.
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Protoze nés zajima pouze $itka spektrdlni ¢ary, je ndm vlastné jedno, jak rychle se od nés dané
hvézda vzdaluje (pfipadné se k ndm piiblizuje). To, Ze tento tdaj v zadani neni, resp. jej mame
povazovat za konstantni, tedy nijak nevadi.

Jeden okraj hvézdy se od nas bude vzdalovat rychlosti Rw, kdezto druhy se k nam stejnou
rychlosti bude priblizovat. Pro vinové délky A1 a A2 zafeni dopadajiciho z téchto koncti mizeme
z Dopplerova jevu psat

PR i
C

Ag:)\oc_Rw7
C

kde Ao je ptivodni vlnova délka spektralni ¢ary a c je rychlost svétla ve vakuu. Spektralni cara
se tedy rozmaze na sitku

2
AN = Ay — A = W20
Méme zadanou frekvenci fo, pro kterou plati fo = ¢/Ao. Vztah upravime na
AX — 2Rw\o _ 2Rw ’
C fo

¢imz dostaneme pozadovany vysledek. Ve skutecnosti budou okraje spektralni ¢ary relativné
slabé oproti stfedu. Soucasné je mnoho dalsi efektti pusobicich jak po cesté, tak pti detekci,
které spektralni ¢ary rozsiruji, ale tento vzorec se da v praxi pouzit pro priblizné urceni rychlosti
rotace.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha EC ... pozor na hlavu

Jarda na koleji nerad chodi vynaset odpad, a tak se ho zbavuje tim, ze ho prosté héze z okna.
Jednoho dne tak vyhodil dvé kulicky, obé o poloméru R = 8 cm. Jedna ma hmotnost m; = 85g
a druhd mo = 123g. Kolikrat vyssi méla pri dopadu druhd kulicka kinetickou energii oproti
prvni? Jarda ma pokoj aZ v sestnactém patre.

Jardu by zajimalo, jestli je takovd kulicka vraZedny ndstroj.

Oznacme velic¢iny ze zadani po fadé R, mi1 a mo. Protoze kulicky padaji z velké vysky, mtuzeme
ocekavat, ze se jejich rychlost ustélila a tihova sila je v rovnovaze s odporovou. Protoze proudéni
zjevné nebude laminarni, muzeme tuto rovnost zapsat jako

kvl = Fo = Fy = mig

pro i = 1,2. Rovnici upravime na
1 2 lg o
—mv; = —=mj .

2 2k
Protoze g a k jsou pro obé kulicky stejné, pomér kinetickych energii kulicek je roven druhé
mocniné poméru jejich hmotnosti, tedy

FExo (m2)2 .
— =—) =2,09.
Ei,

mi

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha ED ... kachna

Jarda sedi na brehu u klidné hladiny rybnika. Na vodu zrovna v=0 L
pristava kachna takovym zpiisobem, Ze se pohybuje po prim- J
ce vzdalené d = 2,8 m od Jardy. Kachna po dotyku s hladinou '

zacne brzdit a pohybuje se rovnomérné zpomalené. Jeji pohyb
zptisobuje na rybniku viny. Ty k Jardovi dorazi za cas t1 = 10,3s od momentu, kdy kachna
dosedla na hladinu z ithlu o = 7,0° (viz obrézek). Kachna zastavi za ¢as ta = 3,1s. Jakou drdhu
za tuto dobu urazila? Rychlost vin na hladiné je ¢ = 0,30 m-s~*. Jarda v zimé krmi ptacky.

Uvazujme nejdiive, Ze kachna pfistdla na zminéné piimce ve vzdalenosti ﬁ = 2,82m od Jardy
a vlny se z tohoto mista sir{ rychlosti ¢ pfimo k nému. Dorazily by po Case t1 po pfistani a urazily
by tak vzdélenost ct; = 3,09 m. Toto ¢islo se ovSem nerovna prvnimu urceni vzdalenosti.

Z tohoto zjisténi vyplyva, ze kachna méla po néjaky cas svého brzdéni vyssi rychlost nez c.
Vlny se tak §ifi z jiného mista nez z toho, kde kachna pristdla. Pokud oznac¢ime v rychlost
kachny, vznikaji pfi v > ¢ viny ve tvaru trojihelniku s vrcholovym tdhlem 8 = arcsin £. Tyto
viny se sit{ kolmo ke své vlnoplose. Z nékresu je zrejmé, ze f = «. Zname tedy rychlost kachny
v okamziku, kdy se od ni zacaly sitit viny, které k Jardovi dorazily pod dhlem «. Tato rychlost
je

a vznikly pred casem

tv =

cosac’

nez dorazily k Jardovi. Jestlize oznacime to = Os cas, kdy kachna dosedla na hladinu, vznikly
tyto viny v Case
d

COS «xc

a kachna v dobé jejich vzniku méla rychlost v = *—. V case t2 m4a rychlost nulovou, takze

dokézala zpomalit za Cas t2 — (t1 — tv) o v. Jeji zrychleni tak je

t1 —ty =11 —

c

v
a= = :
to—(t1—tv)  to—t + =%

cos ac

sin o

Kachna tak na hladiné urazila drdhu

s = 1at2 = ct3
22 2((t2—t1)sina+tga%)

=54m.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha EE ... zapalujeme mravence

V krdsny sluneény den, v poledne letniho slunovratu v Praze, kdy je teplota vzduchu 35 °C,
vezmeme spojnou ¢ocku lupy o priuméru D = 6 cm a umistime ji kolmo ke slunec¢nim paprskiim.
Do ohniska Iupy za c¢ockou vlozime malou cernou kulicku o poloméru r = 1 mm s vysokou
tepelnou vodivosti.
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Na jaké hodnoté se ustali jeji teplota? Prenos tepla konvekci zanedbame. Atmosférou projde
60 % slunecniho zareni a pres sklo ¢ocky 65 % energie zareni.
Jarda si chtél zvétsit hmyz, ale sSpatné to dopadlo.

Do zemské atmosféry vstupuje sluneéni zareni s plosnym vykonem odpovidajicim solarni kon-
stanté K = 1361 W-m~2. Atmosférou na povrch Zemé projde oviem jenom Ky = 0,6K =

= 817W-m~2. Tato hodnota se snizi po priichodu ¢ockou na K¢ = 0,65K7 = 531 W-m 2.
Protoze je lupa natocena kolmo k paprsktim, je celkovy vykon prochézejici lupou

0,39nD*K

—

Cocka tento vykon usmériiuje do ohniska, kde se nachézi ¢ernd kulicka, kterd jej piijima.

V rovnovazném stavu tato kulicka prijme tolik energie, kolik vyzafi. Energii ptfijima od Slun-
ce skrz lupu a také od svého okoli vlivem zareni. Rovnice rovnovahy tak bude mit tvar
0,39nD*K

4 )
kde T je teplota kulicky, o je Stephan-Boltzmannova konstanta a T, = 308,15 K je teplota okoli.
Odtud

P=0,6-065KS =

drr’eT? = 41‘:7”2¢7T;l +

0,39D2K

=1206K =933°C.
16720

T =T+

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha EF ... nabity vrtulnik

Organizatori FYKOSu vyrazili na vylet a nyni se ve vrtulniku vznasi nad severnim magnetickym
polem Zemé, kde namérili velikost magnetické indukce B = 65uT. Délky listi vrtulniku od
rotoru k jejich konctim jsou L = 6 m. Jaké napéti vznika mezi koncem listu a rotorem, ktery se
Ot4¢i s frekvenci f = 3s71? Jarda casto cestuje vrtulnikem na severni pdl.

Uvazujme maly element listu o délce dr a vzdalenosti od stfedu otéceni r. Na elektrony v ném
pusobi magnetickd sila Fy,, = Bwg, kterdA ma smér podél listu. Ta je v rovnovazném stavu
kompenzoviana indukovanou elektrickou silou Fe = Eq. Rychlost v zavisi na vzdalenosti od osy
rotace jako v = wr. Z rovnosti téchto sil dostavame

FE = Bwr.

Napéti ziskame integraci intenzity podél listu
L
1 2
U:/ Bwrdr = -BwL".
o 2
Napéti mezi hlavnim rotorem a koncem listu je tedy
1
U= ngLZ =rBfL?* =22mV.

Napéti je tak opravdu malé a zanedbatelné.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha EG ... dlouhé &ekani

Legovi pripadd, Ze néjak casto ¢ekd na metro prilis dlouho (nékdy az 10 minut!). Tak si spocital,
kolik procent z veskerého casu straveného ¢ekanim na metro zabiraji ¢ekani delsi jak polovina
casového intervalu mezi odjezdem predchoziho metra a prijezdem toho nasledujiciho. Kolik mu
vyslo, jestlize to spocital spravné? Lego samozrejmé prijde na stanici v nahodny moment tohoto
intervalu. Lego nerad cekd.

Ozna¢me si dizku asového intervalu medzi odchodom jedného a prichodom druhého metra
ako T. Potom ¢as Legovho ¢akania je z intervalu (0,7) a zo zadania vieme, Ze vSetky casy
z tohto intervalu maji rovnaku pravdepodobnost. Konkrétne pravdepodobnost, ze Legov cas
¢akania bude z intervalu (t,¢ + dt), je pre vSetky ¢ < T rovnd d¢/T. Priemerné ¢akanie teda

bude trvat .
_—/Ttdt—1|:tz:| _Z
o T T2 0 2

To by sme intuitivne mohli ocakavat. Aku ¢ast z tohto ¢asu ale tvoria ¢akania dlhsie nez T'/27
Zistime to podobnym vypoctom

. /T (e 1 [tZ]T 1 (T2 T2> 3.
t>T/2 = === ==|l—==-"—=||=3T1.
e T T|2),, T\2 778 8

Napriek tomu, ze cakania dlhsie ako polovica ¢asového intervalu tvoria len polovicu poctu
vSetkych ¢akani, tvoria znacnt Cast z celkového ¢asu cakania
3
=T 3
8t _ 9 _
2
Asi preto sa sa Legovi zdé, ze vzdy ¢akd neskutocne dlho.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha EH ... terénni vyhoda

Predstavme si, ze stojime uprostied rozlehlého rovinného svahu se sklonem o = 25° vidi vo-
dorovné roviné. Jaky bude pomér nejvétsiho dostrelu presné proti svahu a nejvétsiho dostrelu
opacnym smeérem? Predpoklddejte, Ze maximalni rychlost projektilu nezavisi na hlu vystrelu.

Dodo se pokousel strilet do kopce.

Zafixujme maximéalnu rychlost vystrelu v. Ak by sme vystrelili pomalSie, zrejme bude dostrel
mensi. Uloha sa d4 riesit niekolkymi sposobmi. Najpriamoéiarejsi je vypocet dostrelu pre kon-
krétny uhol ndklonu roviny v zdvislosti na uhle vystrelu a naslednd maximalizicia tejto hodnoty
v zévislosti na uhle vystrelu ako parametra (pomocou derivécie). Tento postup je vSak vypo-
detne pomerne naro¢ny a zbytocéne zdihavy. V naSom rieSeni vyuzijeme teda fakt, Ze vSetky
miesta v priestore, ktoré vieme pri vystrele danou rychlostou zasiahnut lezia pod tzv. obalovou
(¢esky ochrannou) parabolou.

Zvolme pociatok kartézskej sistavy stradnic v bode vystrelu a x-ova siradnt os vo vodo-
rovnom smere rasticeho svahu. Svah je potom v 2D reze s najvac¢sim sklonom mozné popisat
pomocou rovnice

y=xtga.
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Rovnicu obalovej paraboly y = ax? + § ziskame zo znalosti jej vrcholu v bode vo vyske h =
2 "
35 = B nad bodom vystrelu (ndjdeme lahko zo zachovania energie) a maximalneho dostrelu

. . 2 7’ I .
na vodorovnej rovine d = “? = 1/% (z drdh urazenych vo zvislom a vodorovnom smere).

7 toho uz mozeme zostavit rovnicu tejto paraboly

Pre najdenie polohy bodov dopadu ddme do rovnosti y-ové stradnice oboch kriviek a dostaneme
kvadratickd rovnicu
g 2 v?
——z +zrtga— — =0
202 & 2g ’
ktorej dva korene st prislusné dostrely (merané v horizontdlnom smere, ¢o ndm staci, kedze
ako odpoved chceme pomer a terén je rovinny — kosinusy sklonu sa teda navzdjom vykratia)

2 2
v v® —sina +1
_=—|—tga+/tg? 1):—77
o g ( s grat g cos &
kde znamienko vysledku rozliSuje smer. Pre pomer dostrelov mame uz lahko

4| 1—sina

xT—

= 0,406 .

T 1+sina

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FA ... kostka ve skluzu

Kostku ledu o hmotnosti mg = 7,34 g a teploté T = 0°C polozime na dlouhou horkou naklo-
nénou rovinu se sklonem o = 15°. Od té zacne rychlosti P = 1kW pfijimat teplo. Vypocitejte,
jakou praci vykonala tihova sila na urychlovani ledu. Predpokladejte, ze kostka taje rovnomérné
a pouze od spodni podstavy. Taktéz zanedbejte veskeré odporové sily.

Vojta sledoval staré reklamy.

Na kostku bude v pribéhu pohybu ptisobit sila o velikosti
F(t)=m(t)gsina.

Praci vykonanou tihovou silou proto urc¢ime podle vztahu

S1 t1
W = / m(t) gsinads = / m(t)v(t) gsinadt.
0 0

Nejprve urceme, jak dlouho se kostka pohybovala. Ozna¢me I, mérné skupenské teplo tani ledu.
Vypocitejme Cas t1, za ktery kostka roztaje

Q moly
D .
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Déle pottebujeme vyjadrit rychlost kostky v zavislosti na ¢ase. VSimnéme si proto, ze zrychleni
bude v ¢ase konstantni s velikosti
a=g¢gsina.

Bude tedy platit
v=1gsina.

Nakonec ndm zbyva vyjadrit hmotnost kostky v zavislosti na case. Uvédomme si, ze za Cas t
kostka prijme teplo Pt a tedy roztaje led o hmotnosti Pt/l;. Mdme tak uz vSe pfipraveno
a muzeme prepsat integral do tvaru

t1 t1 2
Pt Pt Pt
W = (mo — —) thSin2Oédt292 sin® o mot — —dt:gQ sin® at? (@ - —1) ,
0 lt 0 lt 2 3lt

odkud findlnim dosazenim za t; muzeme psat

. g2 sin? aml?

W 6P?

=0,047J.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha FB ... dvé nekoneéna ¢o&ek

Jarda dostal k Vanocim velmi velké mnozstvi opravdu hodné tenkych spojnych ¢ocek a poskla-
dal je velmi tésné za sebe tak, Ze prvni méla ohniskovou vzdalenost f, dalsi 2f, treti 4f a tak
déle. Také nahodou nasel jedno duté zrcadlo s polomérem krivosti f, které umistil bezprostied-
né za tuto radu cocek. Do ohniska prvni cocky vlozil svitici predmét. Jak daleko pred zrcadlem
se zobrazil jeho obraz? Pokud se zobrazil za zrcadlo, uvedte vzdalenost jako zapornou.

Jardu uz nebavi dlohy s nekonecnymi obvody, tohle je néco nového!

Nejdrive se podivame na to, jak je to s priichodem paprsku dvéma cockami vedle sebe. Necht a
je vzdalenost objektu pred prvni ¢ockou s ohniskovou vzdéalenosti fi. Tésné za ni je druhd ¢ocka
s ohniskovou vzdalenosti f». Pomoci Gaussovy zobrazovaci rovnice najdeme polohu obrazu a’
objektu jako

r_ af 1

a5
Tato vzdélenost je kladna, pokud se objekt zobrazil za prvni ¢ocku. Obraz zobrazime druhou
¢ockou, pfi¢emz nyni je vzdalenost vzoru rovna —a’. Druh4 ¢ocka zobrazi objekt na

' = _a/f2 _ 7(aafj}1)f2 _ af1f2 _ aF
—d—fo -t _f, afitafo—fifs a-F’
kde % = f% + f% Odvodili jsme tedy zajimavy vztah, ze pro dvé cocky v tésné blizkosti za

sebou je jejich celkova optickd mohutnost souc¢tem optickych mohutnosti obou cocek.
Vztah muzeme iterovat a je zfejmé, ze celkovd optickd mohutnost vSech Jardovych cocek

v fadé za sebou je
1 1,1 1 1 2

1 1
f*}(ﬁfﬂaﬁﬁ“)*?’
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odkud F' = g Ohniskova vzdélenost této fady ¢ocek je tak poloviéni nez u prvni ¢ocky. Do-
dejme jen, zZe nekonecny soucet vyse muzeme dopocitat naptiklad ze vztahu pro nekonecnou
geometrickou radu.

Soustava téchto cocek tedy zobrazi objekt nachazejici se ve vzdélenosti f pred ni do vzda-
lenosti it

T = 2_=f.
r-4

Nyni se zabyvejme zobrazenim na dutém zrcadle. To mé ohniskovou vzdalenost rovnou poloviné
poloméru krivosti. Bod se vzddlenosti —f (zdporné znaménko je zpusobeno tim, Ze soustava
¢ocek objekt zobrazila za zrcadlo) zobrazi na

r = —m =
—o_1

’ _xé i
3"
2

Nyni je objekt zobrazen ve vzdalenosti o’ = % pred zrcadlem.

Dalsf zobrazen{ je opét pomoci soustavy oéek. Vzor se nyn{ nachézi 2/ = —£ za soustavou

3
¢ocek. Naposledy pouzijeme zobrazovaci rovnici

" a'§ & f
5

Objekt se celou soustavou zobrazil do vzdalenosti % pred zrcadlo a cocky.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FC ... kmitavé nap&ti

Kovovou obruc¢ o poloméru r a hmotnosti m zavésime na pru- /
zinu o tuhosti k takovym zpiisobem, Ze se jeji spodni polovina
nachdzi v magnetickém poli o indukci B, které je na obruc¢ kolmé
(viz obrdzek). Jakd bude maximélni velikost napéti na obrudi,
rozkmitdame-li ji s amplitudou vychylky r? Predpokladejte, ze
napéti mérime v misté zavéseni na pruzinu a ze je v tomto misté

obruc¢ rozpojena. Vojta vymyslel inovativni zdroje napéti.
X XWX X
X X

Nejprve si uvédomme, ze obruc¢i neprochézi proud, protoze je
rozpojena. Z toho divodu nemusime resit zddné tlumeni kmitani.
Podle Faradayova zdkona elektromagnetické indukce plati

do ds dy

=——=—-B— =-Bl—==—-Blv

dt dt dt ’
kde y je okamzita vychylka pruziny, [ vzdalenost mezi dvéma body obruce, které lezi na rozhrani
magnetického pole, a v je okamzitd rychlost obruce. Nyni si napisme zavislost okamzité vychylky
kmitani v zavislosti na case

Yy =rcoswt,
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odkud primo ur¢ime okamzitou rychlost jako

_dy _
'U—E—

—wrsinwt .

Déle si uvédomme, ze z Pythagorovy véty bude platit

1 =24/r2 —y?2 =2r/1— cos?wt = 2r [sinwt| .

Nyni uz koneéné mizeme psét

U = 2Br’w (sinwt [sinwt|) ,

kde vyraz v zavorce nabyva hodnot mezi —1 a 1. RozepiSeme-li ihlovou frekvenci w pro pruzinu,

dostaneme amplitudu napéti

UAzzBr'ﬂ/E.
m

Na zavér zminme, ze tlohu lze fesit i pfimym vyjadrenim obsahu kruhové tsece v zavislosti
na cCase, odkud dostaneme tentyz vysledek. Pro zajimavost také uvadime grafické znézornéni

takového prubéhu napéti.

1r ~
//' \ /,/ \ ,/’ \\\
/,’ \\ /y’ \\\ //" \\\
/
05 F | \ / \ / \
’ / \\ / \ /
// \ / \ /
U / \ / \
- 0 K ~ - - 4
UA \ / \\
x\\ / \
\\ // \\\
—-0,5 - \ / \\ _
\\ / \
\ ’,/ \
\ //’J \
-1 L \/ — 4
| | | | | |
0 2 4 6 8 10 14

tw

Obr. 1: Pribéh napéti.

Vojtéch David

vojtech.david@fykos.cz
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Uloha FD ... vyc&erpané Slunce

Slunce vlivem termojaderné fiize ztraci svou hmotnost, ktera se méni na zareni. Urcete, za jak
dlouho se kvili tomuto jevu zméni vzdalenost Zemé od Slunce o 1 m. Orbitu Zemé povazujte
za kruhovou. Odpovéd udejte v letech. Jarda si vsiml, Ze svét uz nend jako driv.

Zemé je udrzovand na kruhové draze dostredivou silou vyvolanou gravitaci Slunce. To mtuzeme
zapsat jako
v>  MmG

r r2

)

kde m je hmotnost Zemé, M je hmotnost Slunce, v je rychlost pohybu Zemé kolem Slunce a r je
vzdalenost Zemé od Slunce. Tuto rovnici po pfendsobeni r? zderivujme podle dasu
dv o dr dM
2ur—4+v'— =G——.
T TR T
V soustave stale plati zakon zachovani momentu hybnosti na jednotku hmotnosti Zemé ve tvaru
| = rv = konst. Ten také muzeme zderivovat podle ¢asu a dostaneme

vg + rd—v 0
dt dt
Tento vztah dosadime do vySe zderivované rovnice a dostaneme
vdr o dr o dr dM
2 ——— — =0 —=G——.
W( rdt) e T

Zména hmotnosti Slunce v case je ddna preménou jeho klidové hmotnosti na zareni. To mizeme

zapsat jako

dM Lo

dt - 2
kde Lo je stfedni zarivy vykon Slunce. Dosazenim a uvazenim, ze zmény jsou fadové malé,
dostaneme prechodem od diferencidlt ke kone¢nym zménam

Ar
At = v2c2
t UCGLG,

Vyjadrenim kvadratu rychlosti z prvni rovnice a dosazenim dostaneme

2
_ Mo AT - gg14
L@ T

At

Vlivem ubytku hmotnosti Slunce skrz zafeni se od néj Zemé vzdali o jeden metr za necelych
sto let, coz je opravdu zanedbatelna vzdalenost, kterd je vsak méfitelnd pomoci radaru.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha FE ... kuli¢ka to neodhadla

V predchozich dvou prikladech se kulicka béhem svého skoku nékde po cesté zastavila. Nyni si
rekla, ze by se ve vzduchu rada vznasela. Ze spodu si kolmo vzhiiru pustila monochromaticky
zdroj svétla o plosném vykonu P a oblékla si na sebe dokonale odrazivy plast. Pak vyskocila
do tohoto proudu svétla z okna ve vysce H. Jeji polomér je R a hmotnost m. Bohuzel si spatné
spocitala potrebny vykon a proud svétla ji tak ve vzduchu neudrzel. Jakou rychlosti dopadla
na zem? Ani tohle Jarda na kolejich zkouset nebude.

Spocitejme nejdiive, jakou silou pusobi na kulicku proud svétla. Uvazujme foton o hybnos-
tipr = h—cf letici ze zdroje kolmo vzhuru, ktery do kulicky narazi. Misto narazu na kulic¢ce
paramatrizujme tthlem ¢, ktery svird spojnice stfedu a bodu narazu na plasti se svislou piim-
kou prochézejici stfedem kulicky. Dle zdkona dopadu a odrazu se foton odrazi tak, Ze jeho
hybnost méa odchylku od svislé osy m — 2¢.

Svisld hybnost fotonu je tak nyni pa = picos(n — 2p). Jeho zména hybnosti ve svislém
smeéru je

Ap =p1 —p2 =p1 (1 —cos(n—2¢p)) = p1 (1 + cos 2¢) .

Celkova zména hybnosti kulicky ve vodorovném sméru bude vzhledem k symetrii nulova, ne-
musime ji proto dale uvazovat.
Vime, ze pro energii fotonu plati £ = hf, proto je pocet fotonu vyzarenych na jednotku
plochy za jednotku casu roven
P

W )

plo$nd zména hybnosti (tedy vlastné tlak) potom je

n =

nAp = g (14 cos (2¢)) .

Celkovou silu zpiisobenou tlakem zareni najdeme integraci této plosné zmény hybnosti pres plo-
chu. V zéavislosti na ¢ integrujeme pres krouzkovy element. Jednoduse geometricky nahlédneme,
ze bude platit

dS =2nRsinpRdpcosp = nR?sin 20 de.

Velikost sily tak je

3 2 3
F, = / L (1 + cos 2¢) tR?sin 2pdp = it / (1 4+ cos2¢p)sin2¢de.
o € ¢ Jo
Integrand upravme na
. sin 4
sin 2¢ + 5

aby se ndm jednoduseji integrovalo. Dostavame

2 Ed 2
Fz:_nRP cos2<p+cos4g0 2:nR P.
c 2 8 0 c

Celkova sila ptisobici na kulicku tak je

nR2P
c

F=mg—F,=mg—
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a ze zdkona zachovani energie tak najdeme dopadovou rychlost jako

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FF ... cik cak

Rickon Stark se vzdaluje od Ramsayho Boltona konstantni rychlosti v, = 3,6 m-s~'. Predstavme
si ale, ze zvoli lepsi strategii nez v origindle a pobézi cik cak. Bude totiz zaroven bézet rychlosti
o velikosti v, = 2,0 m-s~ !, kterd vsak bude kolm4d na smér rychlosti v,. Ramsay stoji ve stredu
kruhové vysece s tihlem o = 20° a Rickon bézi vzdy od jednoho jejiho okraje ke druhému
a zpét. Na zacdtku se nachazi ve vzdalenosti ro = 8 m od Ramsayho na okraji vysece. Ramsay
vi, Ze jim vystreleny sip dopadne do vzdéalenosti rr = 65 m. Pod jakym thlem v kruhové vyseci
musi mifit, aby se i tentokrat trefil?

Jachym fandil Ramsaymu, ale chtél, aby pribéh daval smysl.

Necht r oznacuje vzdalenost Rickona od Ramsayho. Ze zadani vime, ze pro vzdélenost v Case

B

Obr. 2: Kruhova vysec, ve které se Rickon pohybuje.
t plati 7 = 7o + v,t. V tu chvili bude mit Rickon thlovou rychlost w, pro kterou plati wr = v,.

Vidime, ze tihlové rychlost se stale méni. Chceme-li zjistit celkovy tihel, urazeny za néjaky cas,
musime pouzit integral

¢ t .
cp:/wdrz/viwdT: Uiln(m—i—vm‘)} :U—(’Jln(l—i—v—’i).
0 0 TO+UTT VUr 0 Ur To
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Celkovy tuhel, ktery Rickon urazi do okamziku, nez ho zasdhne $ip, ziskdme dosazenim vzdale-
nosti rr jako

ve TR
Ur To
Od tohoto thlu uZ jen staci odeéfst 2« tolikrat, dokud nedostaneme &slo 3’ € (0, 2cr). Bude-li
zaroven platit 8 € (0, @), mdme vysledek tilohy. Pokud naopak 8’ € {(«a,2a), vysledkem bude
hodnota B = 2a — ’. Jelikoz po dosazeni vyjde ¢ = 66,7°, dostdvame 3 = 13,3°.

= =66,7°.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FG ... magneticka (skoro)levitace

Na nevodivé vodorovné roviné lezi hmotny bod o hmotnosti m = 0,8kg a naboji ¢ = 3C.
Mezi nim a rovinou je koeficient tieni f = 0,4. Zaroven je zde pritomné vodorovné konstantni
homogenni magnetické pole B = 0,5T. Jakou maximalni vzdalenost miize hmotny bod urazit,
pokud mu udélime vodorovnou rychlost v = 4m-s~*?

Jardovi se pri cesté do Prahy zddl sen o rychlych vlacich.

Na hmotny bod bude kromé konstantni tihové sily ptisobit jesté sila magneticka. Ta je kolméa
na vektory indukce a rychlosti, které se nachazeji ve vodorovné roviné, bude proto — stejné jako
tihova sila — pusobit ve svislém sméru.

Aby bod urazil co nejvétsi vzdélenost, je nutné, aby byla treci sila co nejmensi. Proto musi
byt minimélni i normalova sila, coz nastane v pripadé, kdy budou vektory indukce a rychlosti
kolmé a magneticka sila bude smérovat vzhiru. Pak plati

Fn =mg — Bug,

kde v je velikost okamzité rychlosti. Bod se z podlozky vlivem magnetické sily neodlepi, jak
se muzeme presvedcit dosazenim. Treci sila zpusobuje zpomalovani hmotného bodu, napiseme
tedy druhy Newtoniv pohybovy zdkon ve tvaru

F:ma:—md—vzf(mg—Bvq).

dt
Tuto diferencidlni rovnici vyresime separaci proménnych
d B
m—0 = fdt = In(Bvg—mg)= Lft—&—CoA
Bvg — mg m

Upravou najdeme vztah pro rychlost
Baf mg
=Cem "4 =2,
v + Bq

Konstantu C' uréime z poc¢ateéni podminky, kdy v = vg v ¢ase t = 0. Pak

mg Bafy Mg
= —_ e m -
v (’Uo Bq) + Bq

Bod se zastavi, kdyz bude rychlost nulova, tedy v Case

m mg

thh=—=—h——-—"7—.
Bqf " (mg — Bquo)
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Integraci podle ¢asu dostdvame dréhu

m mg Bafy — mg
s=——|vo—==)e™m "+ —=t+C>.
Bqf < Bq> Bq

Konstantu Cy uréime z pocateéni podminky, kdy s = so = 0 v ¢ase t = 0. Pak

m mg ( Baf, ) myg
s=—=—|vo——|lem™ —1)+ —==t.
Bqf ( Bq> Bgq

Dosazenim t = t; dostavame urazenou drahu jako

_ m2g In mg _ mug
B2¢2f " (mg — Bquo)  Bqf

s =4,76m.

Pro porovnani uvedme, ze bez magnetického pole by hmotny bod urazil pouze néco pfes 2m.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FH ... tfinict panaki

Uvazujme tii nddoby ve tvaru kvadrii, z nich prvni mé podstavu o plose S, = 72,9 cm?, dru-
hi S, = 94,5cm? a tieti S = 3,1cm?, pricems symboly Sa, Sy a S pro prehlednost pouZivejme
i k oznacovani nadob samotnych. Na pocatku jsou ndadoby S a S, propojené a voda v nich sahd
do vysky hy = 8,1 cm, zatimco vyska hladiny v prvani nddobé je h, = 19,3 cm. Nasledné rozpo-
jime nadoby S a Sy, spojime S a S, a pockdame do vyrovnani hladin; nato je opét rozpojime,
spojime znovu S a Sy a taktéz pockame, dokud se hladiny nevyrovnaji. Proces popsany v pred-
chozim souvéti provedeme celkem trinactkrat. Jaka bude konecna vyska hladiny v nddobé S
po poslednim opakovani?

Jdchym nemohl nez pokracovat v tradici trindctkoviych dloh z minulych let.

Zékladem feSeni této ulohy je vhodné a prehledné oznaceni vsech potifebnych proménnych.
Vysku hladiny v nddobé S, po i-tém kroku budeme znacit z;, u druhé nddoby to bude y;.
Pocatecéni hodnoty jsou o = he a yo = hy.

Po prvnim spojeni nddob S a S, bude v obou voda ve vysce x1, zatimco ptivodné to bylo yo
resp. xo. Ze zachovani objemu vyplyva

(S + Sa) 1 = Syo + Saxo .

Nésledné spojime nadoby S a Sy, ve kterych jsou hladiny z1 a yo. Po ustdleni bude hladina ve
vysce y1, pricemz plati
(S4 Sp)y1 = Sz1 + Svyo -

Definujeme-li a = S/S, a b = S/Sy, mizeme tyto vztahy zobecnit na

_ zitay
T = g

Y+ bz
R
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kde si jesté do druhé rovnice dosadime z prvni, ¢imz dostaneme

o bri + (1+a+ab)y;
Y T T A ) (11 )

Konstanty pro jednoduchost predefinujeme tak, aby platilo

Tit1 = axi + By,
Yi+1 = YTi + 0Yi .

Cisté pro prehlednost uvedeme transformaéni vztahy

1 a
a_l—i—a’ 6_1—1—@’
. b _ 1+a+ab
Tt +d) ‘T Ata b

Tuto soustavu lze Tesit vice zptsoby. NejrychlejSim z nich je prepis do feci linearni algebry,
miuzeme totiz psat
Xi41 = Ax, = xi13= ABXO,

kde x; = (x;,¥:) a A je matice z koeficienti o, 3, 7, §. Dale bychom postupovali tak, ze bychom
A prevedli do diagonélniho tvaru, ve kterém je velmi snadné spocitat libovolnou mocninu,
a nasledné bychom ji prevedli zpét. Bohuzel tento postup nespada do stfedoskolské matematiky,
takze si ukazeme, jak jej intuitivné odvodit.

Cilem je separovat rovnice tak, aby kazda obsahovala pouze jednu proménnou. Toho docilime
prechodem do proménnych, které tuto vlastnost spliuji. Pro konstantu k definujme z; = z; +
+ kyi, potom

ké
Zit1 = Tip1 + kyiy1 = (@ + ky) zi + (B + k6) yi = (a + k) (ﬂ% + B z> :

a+ k:'yy
Jelikoz k£ muze byt libovolné, zvolme jej tak, aby platilo

b—at/(6—a) +4
Kt (a—0)k—B=0 = kio=-2 (27 @) +48.

B+ ké
k=
o+ kvy

Tim jsme pro K = a + k~y ziskali rovnici
zit1 = (o + k) (@i + kyi) = Kz,

kterd plat{ hned pro obé mozné definice z (podle obou moznych hodnot konstanty k). Pro
prehlednost je rozdélime do samostatnych proménnych u; a v;, ¢imz dostaneme

wi =z +kiyi = pit1 = K,
vi=xi +koyi = vip1 = Kov;.

Vsimnéme si, ze v téchto souradnicich nedochédzi k miseni proménnych — ;41 zavisi pouze na u;,
nikoli na v;. Diky tomu miZeme snadno spocitat hodnotu pro libovolné i jako p; = K7 po.
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Nyni potfebujeme piejit zpét do souradnic x a y. K tomu staci vyjadrit z; a y; z definiénich
vztahit pro p; a v;. Do vysledku rovnou dosadime ¢ = 13, ¢imz ziskdme hladiny po tfinacti
opakovanich

ke — kv g e kopiis — ks koK Ppo — ki K3 v
¢ kg — kl 13 k2 - kl k2 - kl ’
BV N _ M3 =3 _ Ki?uo — K3%vo

Yi kl — /ﬂz Y13 kl - ]"v'2 kl - k2

Niés vsak zajimé pouze vyska vody v nadobé S, kterd je ziejmé h = yi13. Nezbyva, nez vzit
hodnoty ze zadani, postupné z nich spocitat vSechny pouzité konstanty a nakonec dosadit do
vztahu
_ K{? (w0 + k1yo) — K3® (zo + kayo)
o k1 — ko
Mohlo by se zdét, ze obecné feseni nebude zrovna stru¢né, ale kupodivu tomu tak neni; po-
stupnym dosazovanim dostaneme

a(l+0b)

klzT, Ky =1,

ko =—1, Ky =

h

=11,1cm.

1
A+a)(1+b)

To vede na pomérné jednoduchy vysledek

_ bha+a(1+b)hb—b[(1+a)(1+b)]*13(ha—hb).

h b+a(l+b)

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha GA ... t&7istd lepsiho hlemyzdé
Jak daleko od stredu souradného systému se nachazi tézisté spirdly, ktera je v polarnich sourad-

nicich zaddna jako r = ae®®, kde a = 0,1m, b = 1/1 a ¢ € (—o0,4n) oznacuje thel v radidnech?
Spirdala m4 konstantni délkovou hustotu A. Lego md radéji logaritmickou spirdlu.

V kartézskej sistave budu stradnice bodu na Spirale
_ b
xr=ae " cosp,

y = ae® sing.
Pre vypocet diiky elementu zodpovedajiceho zmene uhla o dy pouzijeme Pytagorovu vetu

dl = \/dz? +dy? = aebw\/(bcosw —sin)? + (bsin 4 cos )? dp = ae’? /1 + b2 dp.

Hmotnost $piraly bude

4
M= / Aae? /1 + b2 dp = )\%64\/1 ey
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Suradnice taziska potom dostaneme priamo z definicie ako

4m

L 4m
T = % / zAdl = %(f}\\/ 1+ 62/ e?*% cos pdyp = e_4ba/ e?*% cos pdy,
0 —o0

4r
yr = ef4ba/ e®? sinpde.
— 00

Integraly mozeme spocitat bud numericky, dvojitym per partes, alebo pouzitim komplexnych
exponencial. Kazdopadne dostaneme

4 2bs 2bcOS p + sin 4™ 2¢*b%a .
— e { vi} - ~0,79m,
e vae 42 11 o arta m
4 b 2bsin o — cos 14" —etba .
— e [ vi} - ~ _124m.
yr=e vale 42 11 L ar it m

Zaujimala nés vzdialenost od pociatku siradnej sistavy. Pre jej vypocet opat vyuzijeme Pyta-
gorovu vetu, z ktorej dostdvame \/x2 + y2 = 1,5m.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha GB ... padajici strom

Jachym pokacel strom, ktery miizeme aproximovat tenkym homogennim valcem o vysce 11 m.
Strom je jesté ¢astecné spojeny s parezem, takze jeho vrchol béhem padu opisuje ¢ast kruznice.
Za jak dlouho od okamziku, kdy strom prekond vychylku 1°, dopadne jeho vrchol na zem?
Jachym hazi Tesitelum klacky pod nohy.
potenciélni energie je proto
l

Epy = mgs .

Nyni ozna¢me jako ¢ thel odklonu stromu od svislé piimky v pribéhu jeho padu. Potencialni
energie stromu v poloze urcené konkrétnim tihlem ma tedy hodnotu

E, = mgé cos .

Ze zékona zachovani energie najdeme jeho thlovou rychlost. Strom aproximujeme tenkou ho-
mogenni tyci, kterd méa vici ose prochéazejici jejim koncem moment setrvacnosti J = %mlz.
Kinetickou energii tak lze spocist podle vztahu

11

1
Ekf JWQ—ig

=3 mli*w® = Epy — Ep = mgé (1 —cosy),

kde w = ¢ je thlova rychlost pohybu stromu.
Vyjadreni ihlové rychlosti se nam hodi, plati totiz

wdt=dp = dt:d—w.
w
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Pokud zapiseme thlovou rychlost w jako funkci tihlu ¢, pak integraci této rovnice ziskame vztah
pro urceni doby padu v zavislosti na ¢
®1
d
t = / ae ,
w
©0

kde @0 a ¢1 jsou pocatecni a koncovy thel, mezi kterymi métime ¢as. Po dosazeni za w ze zdkona

zachovani energie dostaneme
oL / T de
3g o VI—cosp '

Zkusme spocitat tento integrdl; nejprve jako neurcity, pii jehoz reseni se nemusime zabyvat
mezemi.
%)

Abychom se zbavili odmocniny ve jmenovateli, vyzkousime substituci & = . Dostdvame

dy _ dy _ dy
2/Vl_C032¢'_2/\/1—c0521/)+sin2w_\/5/5“”/).

Zkusme thel znovu rozdélit na poloviny, tj. polozme 6 = % Pak

dé
2 _
f/sin@cos@

Ziskali jsme soucin sinu a cosinu integrované proménné. Pouzijme pro tento pripad standardni
substituci u = tg0 a
1

do
cos20

cosf
2
f/ sin 6

Konecné jsme dospéli k vyrazu, ktery dokdzeme jednoduse integrovat. Dostdvame

odkud

duzx/i/ldu.
U

\@/%Zﬁlnu—&-C:\/ilntge—l—C:ﬂlntg%+0=\f21ntg%+0.

de B
/\/1 —cosp

Pad stromu z vychylky 1° do vodorovné polohy tak trva

21 ©19%0° . l
=4/ — |1 = =6,444/ — = 3.
t 39 [ntg 4}10 6, 39 3,9s

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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